Electromagnetismo I & 11

Martin Otero Lema



Prefacio:

Estos son unos apuntes de las asignaturas de electromagnetismo I y II para el segundo ano
del grado en fisica de la USC. Su objetivo es condensar en un solo documento el contenido
de estas dos asignaturas, de manera espero que mas o menos clara.

Atun asi, tened en cuenta que esta no es la versién final de los apuntes, ya que faltan
algunas cosas y gran parte de su contenido esté sin revisar, asi que si hay algo que os parez-
ca raro, probablemente sea que la he cagado yo. Cualquier fallo que encontreis, agradeceria
muchisimo que me lo mandaseis a martin.otero.lema@Qrai.usc.es para poder corregirlo lo
antes posible (que probablemente sea despues de los exdmenes de enero). Muchas gracias y
animo con la asignatura.

Martin Otero
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Capitulo 1

Introduccion al analisis vectorial

A lo largo del desarrollo del temario, nos apoyaremos en varios conceptos mateméaticos
que nos ayudaran a establecer el formalismo que describe el comportamiento de los cam-
pos electromagnéticos. Esta seccion esta dedicada al repaso de estas ideas, de forma muy
resumida.

1.1. Gradiente, divergencia y rotacional

Recordemos el significado del gradiente de un campo escalar y de la divergencia y rota-
cional de un campo vectorial.

1.1.1. Gradiente

Sea A un campo escalar cualquiera. Su gradiente se denota como.
grad (A) =VA (1.1)

El gradiente de un campo escalar es un campo vectorial, que apunta en la direccién en la
que aumentan los valores de A.

1.1.2. Divergencia

.
Sea ahora A un campo vectorial. Denotaremos su divergencia de la siguiente manera.

—

div(A)=V-A (1.2)

La divergencia de un campo vectorial es un campo escalar, y nos ofrece informacion acerca
del comportamiento de las lineas de campo. Mds concretamente, la divergencia nos indica
las fuentes y sumideros de lineas de campo. Aquellas regiones donde V - A > 0 son fuentes de
campo, lugares donde "nacen”las lineas de campo. Al contrario, las regiones donde V - A<
0 son sumideros de campo, lugares donde ”"mueren.®tas lineas. Finalmente, uno podria
preguntarse que ocurre cuando V - A = 0. En estas regiones, el campo se conoce como
solenoidal, y no tiene ni fuentes ni sumideros, condicién que impone que las lineas de campo
sean cerrada (o, en ciertos casos que veremos mdas adelante, que se prolonguen hasta el
infinito manteniéndose constantes)

1.1.3. Rotacional

Sea de nuevo A un campo vectorial. Denotaremos su rotacional como.
rot (/Y) =VxA (1.3)

9



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS VECTORIAL

Al contrario que la divergencia, el rotacional de un campo vectorial es otro campo vectorial.
El significado intuitivo del rotacional es menos evidente que el del gradiente o el de la
divergencia, pero se puede interpretar como una medida de la inhomogeneidad de las lineas
de campo. Para ello podemos pensar en un campo radial (todas sus lineas de campo son
rectas y parten del origen). Si el comportamiento de las lineas de campo (el médulo del campo
vectorial) no depende de la direccién, el rotacional serd nulo; sin embargo si el médulo del
campo se comporta de manera diferente en funcién del dngulo (rompiendo asf la simetria),
tendriamos un rotacional no nulo.

1.2. Teoremas fundamentales del analisis vectorial

Estos tres teoremas resultan clave para simplificar en gran medida el trabajo con cam-
pos tanto escalares como vectoriales. En estos apuntes nos limitaremos a enunciarlos sin
demostracién, ya que no es material de esta asignatura.

Teorema del gradiente: Si ¢ es un campo escalar cualquiera y I' es un camino que une
los puntos a y b, entonces se verifica la siguiente igualdad.

/F Vo -di = 6(b) - é(a) (1.4)

Este teorema pone de manifiesto que si un determinado campo vectorial se puede obtener
a través del gradiente de una funcién escalar, su circulacién entre dos puntos a y b no
depende del camino escogido. A estos campos se los conoce como campos conservativos.
Una propiedad de estos campos que se deriva directamente del teorema del gradiente es que
si A es un campo conservativo y v un camino cerrado cualquiera.

%A’-d?:o (1.5)
g

Teorema de la divergencia: Sea A un campo vectorial cualquiera, S una superficie
cerrada arbitraria y 7 la regiéon contenida en el interior de la superficie S. El teorema de la

divergencia establece que.
fﬁ-d}:/(v-ﬁ)dv (1.6)
S T

Donde los vectores ds estés escogidos de tal manera que apuntan al exterior de la superficie
cerrada. Gracias a este teorema podemos ahondar en el concepto de campo solenoidal. Antes
dijimos que las lineas de cualquier campo que verifique que V-A = 0 han de ser forzosamente
cerradas. Utilizando el teorema de la divergencia, este es un resultado sencillo de entender,
ya que para estos campos, su flujo a través de cualquier superficie cerrada ha de ser nulo,
por lo que las lineas de campo que entran han de salir también, y por lo tanto sus lineas de
campo son cerradas.

Teorema del rotacional: Sea de nuevo A un campo vectorial, y sean S una superficie
abierta cualquiera y C el contorno cerrado que limita a dicha superficie. Se verifica la siguiente

relacién.
%Eocﬁ:/(Vx/_l)ds (1.7)
c s

A partir de este teorema se puede deducir una importante relaciéon. Consideremos el caso en
el que A es un campo conservativo (A = V¢). Entonces, segin la expresién 1.5, tendremos
que.

%/T-JZ:O (1.8)
C



1.3. TEOREMA DE HELMHOLTZ 11

E introduciendo esto en la expresion 1.7.

/S<VXA')~J3:0 (1.9)

Y como esto tiene que cumplirse sea cual sea la superficie abierta S, llegamos a la conclusién
de que.
A=Vp=VxA=0 (1.10)

Es sencillo ver que aplicando la misma légica, pero partiendo de que V X A=0se puede
llegar a la relacion inversa. Por lo tanto.

A=V¢p <= VxA=0 (1.11)

1.3. Teorema de Helmholtz

Este teorema serd de gran importancia en el desarrollo axiomatico del electromagnetis-
mo, ya que establece que si se conocen los valores de la divergencia y el rotacional de un
campo vectorial en una determinada regién finita, entonces ese campo esta univocamente
determinado en el interior de dicha regién. Supongamos entonces que F es un campo vecto-
rial, y que para el interior de una region finita contenida en una superficie cerrada S y que
delimita un volumen 7, conocemos la divergencia y el rotacional de F.

V.F=a(f (1.12)

V x F = B(7) (1.13)

Ahora podemos definir las siguientes funciones.

m (1.14)

A(7) ! /W (1.15)

Cdm ) )=
A partir de estas funciones es posible obtener el campo F, que vendra dado por.
F=VxA-V¢ (1.16)

Asi pues, a partir de ahora sabemos que conocer la divergencia y el rotacional del campo
electromagnético en todo el espacio nos permite calcular su valor en cualquier punto.
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Capitulo 2

Electrostatica en el vacio

Comenzaremos este tema introduciendo el concepto de carga eléctrica. La carga, que
denotaremos con la letra Q, es una propiedad de la materia. Los fenémenos electromagnéticas
surgen de las interacciones entre varias distribuciones de carga. No obstante, es necesario
aclarar a que nos estamos refiriendo cuando hablamos de distribuciones de carga, ya que es
un hecho conocido que la carga estd cuantizada. Esto quiere decir que existe una cantidad
fundamental de carga, la carga del electrén (e~ = —1,602-101°C). Asf pues, para cualquier
objeto, su carga se podra expresar como.

Q=n-le|,neZ (2.1)

Al estar la carga cuantizada, y como desde el punto de vista clésico el electrén se comporta
como un punto material, rigurosamente no se puede definir una distribucién continua de
carga. Sin embargo, si trabajamos con volumenes lo suficientemente grandes como para
contener un gran numero de particulas portadoras de carga (lo cual es razonable, ya que
generalmente trabajamos a escalas muy superiores a la atémica), podremos considerar que
existen las distribuciones continuas de carga. Para llegar a ellas, comenzaremos considerando
la siguiente funcién discreta.
AQ

Pdiscreta = AV (22)

Si ahora tomamos el limite AV — 0, con la distincién de que AV sigue siendo lo suficiente-
mente grande desde un punto de vista microscépico, llegamos a la definicion de la densidad
volumétrica de carga.

_dQ

Po =0y
De forma totalmente andloga se pueden deducir las expresiones para las densidades lineales
y superficiales de carga.

(2.3)

_ 4@
Ps = ds (2.4)
d
=122 (2.5)

De estas tres ecuaciones se desprende que, conocida la densidad de carga, la carga total
vendra dada por.

Q:me (2.6)

Qzém% (2.7)

= dl 2.8
Q / o (2.8)
13



14 CAPITULO 2. ELECTROSTATICA EN EL VACIO

2.1. El campo eléctrostatico

Experimentalmente se comprueba que al introducir un carga g en una regién donde
exista campo eléctrico, esta experimenta una fuerza F. El vector campo eléctrico, E se
define como.

—

—

E = lim r (2.9)
q—0 q

El motivo de hacer tender a cero el valor de q es porque de esta manera se garantiza que

esta carga ”de prueba’no estd perturbando el campo electrostatico presente en esa region.

Por supuesto, si conocemos el valor del campo electrostdtico podremos conocer el valor de

la fuerza que experimentard una carga q en el interior del campo.

F=qE (2.10)

Como ya hemos visto durante la introduccién, para conocer un campo nos llega con saber el
valor de su divergencia y su rotacional. Los dos postulados basicos de la electrostéatica en el
espacio libre, obtenidos a partir de la evidencia experimental y del trabajo de fisicos como
Maxwell, son precisamente la divergencia y el rotacional del campo electrostatico.

{ v-E=g (2.11)

Donde €y = 8,854- 10712 F/m es la permeabilidad dieléctrica del vacfo. A partir de estas dos
ecuaciones es posible obtener todas las relaciones electrostaticas en el espacio libre.

2.1.1. La ley de Gauss

Fijémonos en la ecuacién que nos da el valor de la divergencia de F, e integremos ambos
miembros en un volumen arbitrario 7 que estd delimitado por una superficie cerrada S.

~ 1
/V -EBdv = — / Pudv (2.12)
T €0 Jr

Si ahora utilizamos el teorema de la divergencia en el primer miembro de esta igualdad,
obtenemos la siguiente expresién para el flujo del campo FE.

I
?{ E-ds=— | pydv (2.13)
S €0 Jr

Y sirecurrimos a la expresion 2.6, el segundo miembro no es mas que la carga total encerrada
en el volumen 7. Sustituyendo, llegamos a la expresién de la ley de Gauss.

E - ds=2"¢ (2.14)
Esta ecuacién pone de manifiesto que el flujo del campo eléctrico a través de una superficie
cerrada tan solo depende de la cantidad de carga que se encuentra en su interior, no de la
distribucién de la misma. Para ciertos escenarios con un elevado nivel de simetria es posible
emplear este resultado para calcular el campo eléctrico.

Ejemplo: Campo eléctrico generado por una carga puntual
Consideremos una carga puntual q en el vacio. Estamos frente a una situacién con simetria
esférica, ya que mientras nos mantengamos a una cierta distancia de la carga, veremos lo
mismo sea cual sea el angulo respecto a unos ciertos ejes centrados en la carga. Asi pues,
por la simetria del problema podremos afirmar lo siguiente acerca del campo creado por la
carga puntual.

E=|E|(r)7 (2.15)
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Si ahora consideramos una corteza esférica de radio R centrada en el origen de coordenadas,
podemos calcular de forma simple el flujo del campo eléctrico a través de esa superficie.

/sﬁ'd;:/s“;' (R)f-d}=/5|ﬁ| (R) ds (2.16)

Como sabemos que el médulo de E ha de ser constante en toda la superficie esférica puede
salir de la integral.

/E-dé = \E|/ds = 47 R?|E| (2.17)
s s
Ahora podemos utilizar la ecuacién 2.14 para llegar a lo siguiente
AnRYE = L —= |B| = —2 (2.18)
€ 4dmeg R2

Y ahora, sin mas que utilizar 2.15 llegamos a la forma del vector campo eléctrico.

= q .
E = 2.19
47T60R2T ( )

Ejemplo: Campo eléctrico generado por un plano infinito

Consideremos un plano infinito dotado de una distribucion superficial de carga ps = cte > 0.
Si escogemos un sistema de ejes tal que el plano es perpendicular al eje OZ, es claro que
el campo eléctrico solo podra depender de la coordenada z, ya que al ser el plano infinito,
tenemos simetria en x e y. En cuanto al sentido del campo, este ird en direccion +0Z si
z > 0y en direccién -OZ si z < 0. Consideremos ahora la siguiente superficie.

Figura 2.1: Plano infinito cargado positivamente y superficie cilindrica de radio R y altura
2h

Ahora, calculemos el flujo ® del campo eléctrico a través de la superficie cilindrica de la
figura.

(I’:fsE-dS:/LateralE-ds%-/Tam E~d$+/Tapa E-ds (2.20)

superior inferior

Ahora bien, como se puede ver en el dibujo, el campo eléctrico es perpendicual a d3 en la
tapa lateral, y paralelo en las tapas superior e inferior. Asi pues, podemos escribir el flujo
como.

d = Eds + Eds (2.21)
Tapa Tapa
superior inferior
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Por la simetria del problema, como ambas tapas estdn a la misma distancia h del plano,
los campos en cada tapa son constantes e iguales entre si (en mddulo). De esta manera,
podemos sacarlos fuera de la integral.

C=E (h) (/ Tapa s+ Tapa

superior inferior

ds) (2.22)

Evaluando estas integrales.
® = 27rR*E (h) (2.23)

Por otro lado, la carga encerrada en el interior de la superficie sera el producto de la superficie
de plano que esta en el interior del cilindro y de la densidad superficial de carga.

Qene = psTR® (2.24)
Y ahora, utilizando la ley de Gauss, podemos relacionar el flujo con la carga encerrada.
TR?
9 R2E (h) = 28 (2.25)
€0

De donde obtenemos que el médulo del campo eléctrico en funcién de la distancia al plano,
a la que ahora nos referiremos como z es.

E(z) = 2";80 (2.26)

Que resulta no depender de la distancia al plano (esto se debe a que estamos considerando
que este es infinito). El vector campo eléctrico serd.

Ps 5 Siz>0
R 260
E= (2.27)
_Ps s Siz<0
260

2.1.2. Funciones de potencial del campo electrostatico

Los postulados de la electrostética nos especifican el valor de la divergencia y del rota-
cional del campo electrostatico en el espacio libre. Segun el teorema de Helmholtz, esto nos

permite conocer de manera univoca el campo eléctrico. Para ello, calcularemos las funciones
1.14 y 1.15.

(F) ' 1 v Bay 1/Pv(ﬁ)dv/

1 «
= [ 7 - - = - 2.28
¢ () 477'/7_ |7 — 77| am Joo |7 — | 47eg ( )

. 1 B ) dv’ 1 Edv'
ot O s e,
TrT

F—r|  Ar ) F— o]

Para distribuciones superficiales y lineales de carga las expresiones son anédlogas, cambiando
solo el tipo de distribucién de carga y las dimensiones del recinto de integracién. A la funcién
¢ (7) se la conoce como pontencial escalar eléctrico, y siguiendo la expresién 1.16 el campo
electrostatico se puede calcular de la siguiente manera.

E=-V¢ (2.30)
Si en la expresion anterior sustituimos el potencial dado por el teorema de Helmholtz

Fo-ly /W)dv’ (2.31)

dmeg |7 — 7|
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Ahora, si nuestras funciones son lo suficientemente bien comportadas, podemos introducir
el gradiente en la integral

Jo /V W (2.32)

Ahora, teniendo en cuenta que para el operador gradiente, las coordenadas primadas actian
como constantes, llegamos a la expresion integral para el campo eléctrico

pu (f’)

L1 .
jo— f(t ’)d’ 2.33
P /T T 7—r')dv ( )

Como apunte, en el caso de que estemos ante un conjunto de N cargas puntuales y no de
una distribucién continua de carga, el potencial escalar eléctrico se puede calcular como.

N

1
= — (2.34)
e (3 |7 — 1y

¢ (7)

Del que se deriva de forma sencilla la siguiente expresion, conocida como la ley de Coulomb

N L
1 qi (7' — 1)

Fo Ly nl
o 3 T —rl?

(2.35)

Un detalle importante que destacar acerca del potencial escalar es que no estd completamente
determinado, sino que infinitos potenciales distintos pueden dar lugar a un mismo campo
eléctrico. Para comprobar esto consideremos el siguiente potencial.

¢ =¢+¢ (2.36)

Donde £ es una constante arbitraria. El campo generado por este nuevo potencial se puede
calcular tomando el gradiente de ¢’

E =-V¢ =-V¢p—-Veé=-Vo=E (2.37)

Por lo tanto no tiene sentido hablar del valor del potencial eléctrico en un determinado punto.
Lo que si que tiene interés es la diferencia de potencial entre dos puntos. A continuacién
discutiremos brevemente su significado fisico. Para ello consideraremos la circulacién de E
a través de una curva C que une dos puntos a y b. Por definicién, esta circulacién serd

/CE-d?:—/Cng-d? (2.38)

Utilizando el teorema del gradiente, podemos escribir esta integral en términos de los valores
del potencial en los puntos a y b

/E-d}:f/V&d}:qﬁ(a)—gb(b) (2.39)
C C

Si multiplicamos ambos lados por una carga q y utilizamos la expresién 2.10 podemos
relacionar esta circulacién con el trabajo realizado por la fuerza electrostitica, W.

/qE-d}z/ﬁ-d}zwzq(aj(a)—mb)) (2.40)
c c
O lo que es lo mismo.

o) —¢p(a)= —% (2.41)

Es decir, la diferencia de potencial entre dos puntos a y b es el trabajo por unidad de carga
que hay que realizar en contra del campo eléctrico para mover una cierta carga de un punto
a otro.
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2.1.3. Ecuaciones de Poisson y de Laplace

Ahora introduciremos por primera vez dos ecuaciones en derivadas parciales de gran
importancia, y que analizaremos en mayor detalle a lo largo del temario. Partiendo de los
postulados de la electrostatica en el espacio libre, podemos obtener las siguientes relaciones.

VxE=0=E=-V¢ (2.42)
V-E:7V~V¢>:% (2.43)
0

E introduciendo el operador laplaciano llegamos a la ecuacién de Poisson.

V2= -2 (2.44)
€0
Y para las regiones del espacio en las que no exista carga, se verificara la forma homogenea
de la ecuacién de Poisson, la ecuacién de Laplace.

Vi =0 (2.45)

2.2. Teorema de Earnshaw

2.2.1. Condiciones para un equilibrio estable

Sea una region del espacio libre donde existe un determinado potencial electrostédtico
¢ (7). Si tenemos en cuenta que E = —V¢, el campo electrostatico apuntara hacia los
minimos de potencial. De esta manera, para que una carga positiva se encuentre en equilibrio,
es necesario que esta esté situada en un minimo local de ¢ (¥), mientras que para una carga
negativa, se requiere un maximo local.

2.2.2. Formulacién y demostracién del teorema

Teorema: Sea una regién del espacio libre donde existe un potencial electrostatico que
obedece la ecuacién de Laplace. Para todos los extremos de este potencial, estos seran puntos
de ensilladura.

Demostracion: Los extremos de la funcién potencial cumplen todos ellos que el gra-
diente de la misma se anula (V¢ = 0). Ahora bien, estos extremos en principio pueden ser
maximos locales, minimos locales o puntos de ensilladura. Para analizar la naturaleza de
estos extremos construimos la matriz Hessiana en cada uno de los puntos.

Py Pp %9
0x?  Oxdy O0x0z
¢ 0% 0?9
Ooydx  Oy?  0Oyoz
Po o P
020x 020y 022

(2.46)

Esta es una matriz simétrica de nimeros reales, y por lo tanto es una matriz Hermitica
(7—[ = ’HT). El teorema espectral nos garantiza entonces que la matriz es diagonalizable,
y que ademaés todos sus autovalores serdn reales. Sean entonces A1, Aa, A3 los autovalores
de esta matriz. Si los tres son positivos (negativos), entonces el punto en cuestién es un
minimo (méximo). En el caso de que tengan distintos signos, el punto serd de ensilladura.
Fijémonos ahora en la traza de la matriz Hessiana, que sabemos que coincide con la suma
de los autovalores de la misma.
0%y 0% 0%

— —_— — 2 = 2.4
02 Vo2 T o2 Vg = A+ A2+ A3 (2.47)
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Como hemos asumido que en la region de interés, el potencial verifica la ecuacién de Laplace,
tendremos que.
M+XA+A3=0 (248)

Ahora bien, esta suma es incompatible con que todos los autovalores sean positivos o que
todos sean negativos, por lo que es imposible encontrar un méaximo o minimo local, siendo
todos los extremos puntos de ensilladura’.

2.2.3. Regiones provistas de carga

Hemos visto lo que ocurre en las regiones donde se verifica la ecuacién de Laplace, pero
seria interesante ver lo que ocurre en las regiones que posean carga en su interior, donde
sabemos que se verifica la ecuacién de Poisson (2.44). En este caso, el razonamiento es
exactamente el mismo que el anterior. Construyendo la matriz Hessiana y calculando su
traza, obtenemos que.

2¢ 0% 0%

i AT AT AR v 22 S __p’u(P)
gz T tan Vo Tt =0

(2.49)

Donde P es el punto donde estamos evaluando la matriz Hessiana. Ahora la suma de los
autovalores no es necesariamente igual a cero, por lo que se presentan tres casos.

Caso 1. p, (P) > 0: En este caso, estd permitido que los tres autovalores sean negativos,
lo que haria que P fuese un méximo. Por otro lado, serfa imposible alcanzar un minimo, ya
que la suma de tres cantidades positivas no puede ser negativa. Por supuesto, aunque sea
posible obtener un maximo, sigue siendo posible que P sea un punto de ensilladura.

Caso 2. p, (P) < 0: Ahora, como la suma de autovalores es positiva, estd permitido que
todos ellos sean positivos, y por tanto que P sea un minimo.

Caso 3. p, (P) =0: Sip, =0 en P, entonces en ese punto el potencial verifica la ecuacién
de Laplace, y por el teorema de Earnshaw, P tan solo puede ser un punto de ensilladura.

2.2.4. Significado fisico

Como ya hemos visto, para tener una situacién de equilibrio estable es necesario que el
potencial en un punto tenga un méximo o un minimo. Asi pues, el teorema de Earnshaw nos
dice que, en regiones en las que no exista carga, es imposible alcanzar un equilibrio estable
utilizando tan solo fuerzas electrostaticas. Por otro lado, en resgiones cargadas positivamen-
te (negativamente), tan solo las cargas negativas (positivas) pueden estar en situacién de
equilibrio estable.

2.3. El dipolo eléctrico.

Un dipolo eléctrico es un sistema formado por dos cargas puntuales con cargas opuestas q
vy -q. Tanto el campo como el potencial generado por estos objetos serd de gran importancia
més adelante, asi que dedicaremos esta seccién a calcularlo. Consideremos pues el siguiente
modelo del dipolo eléctrico.

1Estamos ignorando el caso degenerado, en el que A\; = A2 = A3 = 0. En este caso la argumentacién
que hemos realizado no seria suficiente, y habria que construir el tensor de terceras derivadas para analizar
el comportamiento del potencial. Es posible demostrar que el teorema se sigue cumpliendo, pero excede el
nivel de este curso
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Figura 2.2: Dipolo eléctrico

Para calcular el potencial en un punto arbitrario P en funcién de Ry y R_, no hay mas
que utilizar la ecuacién 2.34, llegando a la siguiente expresion.

_e (L1
¢= 4meg (R+ R) (2.50)

Si ahora consideramos que P esté lo suficientemente alejado del dipolo como para considerar
que d << R, podemos tomar las siguientes aproximaciones.

d
R ~R- 3 cos (2.51)

d
R_~R+ 5 cos 0 (2.52)

Sustituyendo esto en la expresién 2.50, llegamos a que
q 1 1 q dcosf

_ _ _ ° 2.53
9 drey ((R—gcose) (R+§lcos€)> dmeg (RQ—‘ZCOSQG (2.53)

Y si ahora tenemos en cuenta de nuevo que, al trabajar en puntos lejanos al dipolo, d << R,
2
podemos ignorar el término R? — dz cos? 6 frente a R?, y llegamos a la expresién del potencial

creado por un dipolo en puntos alejados del mismo.

__ qdcosf
" dmeoR2

(2.54)

Y finalmente, si introducimos el vector momento dipolar eléctrico como p = qai el potencial
serd. )
p-R
¢ = 3
dmeg R
Y para calcular el campo eléctrico generado por el dipolo no hay més que aplicar el gradiente
en coordenadas esféricas.

(2.55)

5 0. 106,  qd
E=-Vo= 3Rr R899_47r60R3

(2 cos 07 + sin 9@) (2.56)

2.4. Expansion multipolar del potencial escalar eléctri-
co

Consideremos una distribucion arbitraria de carga, y preguntémonos cuanto vale el po-
tencial eléctrico en puntos muy alejados de esa distribuciéon. Si la carga total de nuestra
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distribucién es g, una buena aproximacién seria considerar el potencial creado por una car-
ga puntual, ya que a estas distancias, la distribucién se puede considerar como puntual.

Tendriamos entonces que
q

4megr

¢ (r)

Pero que ocurre si la carga total de nuestra distribucién es nula? Claramente el potencial
no puede ser nulo, ya que como vimos en la seccién anterior, un dipolo de carga total nula
genera un potencial no nulo. Podriamos entonces considerar la distribucién de carga como
dos cargas puntuales q y -q, y considerar el potencial creado por este dipolo, lo que generaria

(2.57)

un potencial como el de la ecuacién 2.55, que es proporcional a —
r

Al hacer esta aproximacién, estamos despreciando las interacciones entre agrupaciones de
mas de dos cargas. Tal y como hicimos para el dipolo, seria posible calcular el potencial

creado por un cuadropolo (que seria proporcional a —3), de un octopolo...
r

Monopole Dipole Cuadrupole Octopole
V=~ Lir) (V=1L (V=1L (V= 1"y

Figura 2.3: Esquemas de un monopolo, dipolo, cuadrupolo y octopolo

Nuestro objetivo es hallar una expresién para el potencial en puntos alejados de la
distribucién de carga tal que tenga en cuenta las interacciones entre n-polos de un orden
que, en principio, puede ser tan grande como queramos. Para ello, consideremos la expresién
del potencial escalar eléctrico

g L[ (")

o (T =
( 47T60 T |’F—’l”l‘

dv’ (2.58)

Para mayor comodidad, sea R = | — 7’|, como se indica en la siguiente figura

v o— - n
S I r\ﬁr\fgéf} (l)
—.
« 77
—
o
(o)

Figura 2.4: Representacion de la situacion, donde el punto P estd lo suficientemente alejado
de la distribucién de carga

Ahora, se puede utilizar el teorema del coseno para relacionar distintas cantidades

R =12+ (r')" = 2r' cos (2.59)
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2 2 "\’ r’
RE=r"|1+4 . —27cosa (2.60)

Tomando la raiz cuadrada de ambos miembros llegamos a que

R=rV/I+u (2.61)

O lo que es lo mismo

Donde hemos definido x como
/ !
z=_ (T — 2cos a> (2.62)
r\r

Ahora consideremos la siguiente expresién

1 1 1
— == (2.63)
R ryl+zx
Para puntos muy alejados de la distribucién de carga, r << 1, asi que podemos expandir
esta funcién en serie de Taylor en torno a x=0

11 1 3, 5 4
R_r(l 2x+8x 6% +) (2.64)

Si ahora se sustituye el valor de x y se reordenan términos, se llega a la siguiente expresién

7! P \? [3cos?a — 1 " \? /5cosd o — 3cosa
1+ —)cosa+ | — _— |+ | — 4+ ...
r T 2 T 2
(2.65)

Las funciones de « son algo conocido, los polinomios de Legendre?, que se recogen en la
siguiente tabla.

1 1

R

n 0 1 2 3

Po(p) 1 p 3(Bp’-1) 5 (5% —3p)

Cuadro 2.1: Polinomios de Legendre

Podemos entonces expresar la inversa de R en funcién de los polinomios de Legendre

% _ ig (:)n P, (cos ) (2.66)

E introduciendo esto en la expresion del potencial escalar eléctrico

/

() = 4;60 / v (F) ig (Z)n P, (cosa) dv' (2.67)

Y reorganizando términos

o0

o (r)= 4771 Z r”% /T ("™ py (7:’) P, (cosa) dv’ (2.68)

€0 n=0

A esta expresion se la conoce como la expansién multipolar del potencial escalar. Si desa-
rrollamos el sumatorio podemos encontrar términos proporcionales a r~™, con n > 1. Estos

2Estos polinomios se estudian en MMIV como las soluciones a la ecuacién diferencial de Legendre
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son los términos monopolar, dipolar, cuadripolar y superiores. Desarrollemos por ejemplo el
término dipolar

— # / 7 ’
Gaip (1) = yp— /Tr COS Ay (r ) dv (2.69)

-
Ahora, utilizando que 7’ cosa = 7 - 1/, podemos reescribir este término como

Gy (1) = ——7 / Fip, (1) dv (2.70)

4meqr?

Comparando esta ecuacién con la expresién 2.55, podemos identificar el vector momento

dipolar con
p= /ﬁpv (73) dv’ (2.71)

De forma totalmente andloga es posible deducir expresiones para los momentos cuadripola-
res, octopolares...3

En general, la expansion multipolar del potencial escalar es muy tutil para hallar expre-
siones aproximadas para el potencial, ya que basta con considerar la distribucién de carga
como una carga puntual e ir afiadiendo términos correctores (dipolar, cuadripolar...), hasta
que se alcance el grado de precisiéon requerido. Esto es posible debido a que, cuanto mas
compleja sea la interaccién entre cargas, mas se atenuara con la distancia.

2.5. La funcion delta de Dirac

Vamos a introducir esta funcién* a partir de una aparente contradiccién, viendo como
nos sirve para solucionarla. De esta manera, consideremos el siguiente campo vectorial
A7

v = 2

. (2.72)

Donde A es una constante. Se puede ver claramente que tiene la forma del campo eléctrico
generado por una carga puntual predicho por la ley de Coulomb (ecuacién 2.35). Si ahora
calculamos la divergencia de este campo

Vi () = g (P5) = g () =0 .13)

T r2or r2 ) r29r

Consideremos ahora un volumen 7 limitado por una superficie esférica S centrada en el
origen y de radio R. Segun el teorema de la divergencia

/T(v.a) dv = jfsa-dg (2.74)

Segun el calculo de la divergencia que acabamos de realizar, el primer miembro de la igualdad
ha de ser nulo

/ (V%) dv =0 (2.75)

Pero al evaluar el segundo miembro

7{6-d§=7§v(r=R)ds:%]{dSZZLWA#O (2.76)
S S S

Hemos llegado a una aparente contradiccion, y es que hemos cometido un fallo, sutil pero
importante, a la hora de calcular la divergencia. Para ver el problema, recordemos que la

3Destacar que el momento monopolar serfa simplemente la carga total de la distribucién.
4Realmente, la delta de Dirac no es una funcién en el sentido usual, sino que se trata de una funcién
generalizada o distribucién, y se discute formalmente en Métodos Matematicos VI.
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divergencia de un campo se relaciona con la existencia de fuentes y sumideros de dicho
campo

Figura 2.5: Representacién del campo ¢ (con A > 0) y de la superfice S

Segun el calculo que hemos realizado antes, V-9 = 0, o lo que es lo mismo, el campo ¢ no
tiene ni fuentes ni sumideros en todo el espacio, algo que es claramente falso, ya que como
se puede ver en la figura 2.5, el campo ¥ tiene claramente una fuente en el origen, donde
ademas dicho campo diverge. El problema viene de que no estamos teniendo en cuenta el
origen en el calculo de esta divergencia.

Para hacerlo es necesario utilizar la funciéon delta de Dirac. En estos apuntes no la in-
troduciremos formalmente, sino que daremos una idea intuitiva suficiente para su uso en
electromagnetismo. Asi pues, definimos la delta como

0 Sizx+#a
o Sir=a

5 (x — a) z{ (2.77)

Esta funcién tiene dos propiedades clave para el desarrollo que haremos a continuacién. La
primera es que esta normalizada

/ooé(x—a)dle (2.78)

La segunda de estas propiedades es muy intuitiva si pensamos que la delta se anula en todos
los puntos excepto en x=a

f@)o(x—a)=f(a)d(x—a) (2.79)

Combinando estas dos propiedades

/jof(x)é(x—a)da::f(a)/jo5(x—a)d3::f(a) (2.80)

Por supuesto, esto es en el caso unidimensional, mientras que nuestro problema es tridimen-
sional. Por este motivo, definimos la delta tridimensional como

B (F—r)=0(x—70-2)6(y—70-9)6 (2 — 17 - 2) (2.81)
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Esta delta tridimensional también esta normalizada
83 (F—ry)da® =1 (2.82)
RB

Ahora, volviendo al problema inicial, podemos proponer la siguiente expresién para la di-
vergencia de v, que no solo se anula en todos los puntos que no sean el origen, sino que es
consistente con un campo infinito en dicho punto

V-7 = 471 A8 (7) (2.83)

Que si se integra en el volumen 7 nos da un resultado compatible con el teorema de la
divergencia

/471'53 (7) dv = 47rA/ dx/ dy/ dz6 (F) = 4mA (2.84)
Donde hemos tenido en cuenta que 0 () es nula en el exterior de 7.

Ahora que la delta de Dirac estd introducida, consideremos el campo eléctrico generado
por una carga puntual situada en el origen, que viene dado por la ley de Coulomb (ecuacién
2.35

— q R
EFE=— 2.85
4egr? " ( )
Si tomamos su divergencia
- 1 qr
B = | = 2.86
v dreg v (r2 ) (2.86)

El término entre paréntesis es el campo ¥ con A=q, por lo que su divergencia se podra
escribir en funcién de la delta de Dirac

=1 q0° ()
.E = 4rqd® (7)) = 2.87
\4 pro (4mq0” (7)) - (2.87)
Y si ahora recordamos el segundo postulado de la electrostatica
53 (7
90" (1) _po_, po = q6% (7) (2.88)
€0 €o

Esto nos esta indicando que es posible escribir una densidad volumétrica de carga asociada
a una carga puntual a través de la delta de Dirac, que le da estructura matemaética a la idea
de que en un punto exista una densidad infinita.

Podemos pensar en generalizar la expresién anterior a un conjunto de N cargas puntua-
les. La expresion mas légica parece ser la siguiente

N
po (7) = D 4id” (7 = 77) (2.89)

Veamos si esta expresion es correcta. Partamos de la expresién 2.33 e introduzcamos esta
nueva nocién de densidad volumétrica de carga

o % / M (7~ ) v’ = / (=) Sl (7= 7) dv’ (2.90)

|7 — 7|3 . 4meq|7 — 1|3

Para mayor claridad en el siguiente paso, vamos a introducir todos los términos en el suma-
torio

> - 3 = =
E(mzlmlq)/Téq,- (F=r) o (7 n)dv’ (2.91)

|7 — 7|3
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Recordemos ahora la propiedad de la delta de dirac dada por la ecuacién 2.79. Segin dicha
propiedad, el campo eléctrico sera

) (F=r) o (7 =7)
B ; d 2.92
(1) 47T60/Zq |7 — 7|3 v (2:92)

Utilizando la linealidad de la integral, podemos sacar el sumatorio, asi como los términos
que son constantes, fuera de la misma

N

. 1 7 T

E(7)= E qi(iﬂ;& / 52 (r/ — ri) dv’ (2.93)
i=1 ¢ T

Como todas las cargas estan situadas dentro del volumen 7, la integral de la delta tridimen-
sional es la unidad, y por lo tanto el campo eléctrico serd

al (7 —177)
- 2.94
47‘(’602 F -7 (2:94)

Que es la ley de Coulomb. De esta manera, hemos demostrado que, en efecto, la densidad
volumétrica asociada a un conjunto de cargas puntuales se puede escribir en funcién de la
delta tridimensional segiin la ecuacién 2.89.

Para finalizar, cabe destacar que asi como hemos asignado una densidad volumica de carga
a un conjunto de cargas puntuales, es posible hacer lo mismo para distribuciones de carga
lineales y superficiales, como se puede ver en las siguientes imagenes.

g!' (Z )

S)v =§ecz )JE”(};‘J)

Figura 2.6: Densidad lineal de carga situada sobre el eje Z, y su densidad volumétrica
asociada en términos de la funcién delta de Dirac.
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Figura 2.7: Corteza esférica de radio R donde se encuentra una densidad superficial de carga.
La funcién ¢ (r — R) es nula en todo el espacio excepto en los puntos que, en coordenadas
esféricas, cumplen que r=R, donde su valor tiende a infinito.

En resumen, dada una carga puntual o una distribucién no volimica de carga, se le puede
asociar una distribucién voliimica de carga, p, (), sin més que multiplicar la distribucién
inicial de carga por una delta de Dirac apropiada, que sea nula en todos los puntos en los
que no exista carga.
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Capitulo 3

Electrostatica en medios
materiales

Hasta ahora hemos estudiado el campo electrostdtico en el espacio libre (el vacio), pero
en la realidad existen una gran cantidad de medios en los que puede existir un campo
electrostatico y que no son el vacio, los llamados medios materiales. A lo largo de este
tema nos centraremos principalmente en los conductores y en los dieléctricos, estudiando el
comportamiento del campo E en el interior y en la superficie de los mismos, y viendo como
su presencia modifica los postulados de la electrostatica en el espacio libre.

3.1. Conductores en equilibrio electrostatico

Definimos un conductor como una regién del espacio que posee carga libre (que se puede
mover sin restricciones ante la presencia de un campo eléctrico). Durante toda esta seccién
asumiremos que las cargas se encuentran en sus posiciones en el equilibrio. Analicemos en-
tonces las propiedades de estas regiones.

Para empezar, en el interior de un conductor en equilibrio electrostatico, el campo eléctrico
ha de anularse, ya que de lo contrario las cargas ya no estarian libres, sino que estarian
sujetas a la accién de un campo. Como ademads sabemos que E= —Vo, si E= 0, entonces
¢ = cte, y por lo tanto los conductores en equilibrio electrostatico son volimenes equipo-
tenciales. El hecho de que el campo eléctrico se anule en el interior de los conductores nos
permite saber como se distribuye la carga en estas regiones. Supongamos pues un conductor
genérico como el que se representa en la figura.

29
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Figura 3.1: Conductor en equilibrio electrostédtico cargado con una carga total Q

Hemos llegado a la conclusién de que el campo en el interior del conductor es nulo,
por lo que el flujo del campo electrostatico a través de la superficie S serd cero también,
y por lo tanto la carga encerrada en su interior. Utilizando la ley de Gauss, como esto es
valido para cualquier superficie cerrada contenida completamente en el conductor, la carga
almacenada en el interior del mismo serd cero, y toda ella estara distribuida en la superficie
del conductor. Centrémonos ahora en esta superficie. El campo eléctrico en esta zona tendra
dos componentes, una normal a la superficie del conductor, y una tangencial.

E = E, i+ Eif (3.1)

Ahora bien, como las cargas en el conductor han de estar en equilibrio, la componente
tangencial ha de anularse, ya que de no hacerlo las cargas se moverian por la superficie
del conductor. Asi pues, el campo electrostdtico serd siempre normal a la superficie de un
conductor. Podemos utilizar la ley de Gauss para hallar el valor de este campo normal si
consideramos la siguiente situacion.

=2

Figura 3.2: Superficie de un conductor en equilibrio electrostatico

Esta es una representacién de cualquier punto de un conductor arbitrario, lo suficiente-
mente cercano a la superficie como para poder aproximar esta localmente como un plano.
Asi pues, tenemos que el campo eléctrico es normal a la superficie del conductor, y que este
solo existe en el exterior. Si calculamos el flujo, .

P = / E, - fds + / By - uds + / Ey - ntds (3.2)
Superior Inferior Lateral

Pero como ya hemos visto, tanto el campo interno como el tangencial han de ser nulos.

P = / E, - ids (3.3)
Superior
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Si ahora AS es el drea de la tapa superior, y sabiendo que al ser esta muy pequena, podemos
considerar que el campo E es constante en todos los puntos de esta tapa, el flujo sera.

® = E,AS (3.4)
Si ahora recurrimos a la ley de Gauss, sabemos que este flujo sera igual a.

@:EAsz@ﬂ (3.5)
€0

Reorganizando términos, y utilizando que QAng = ps, llegamos a la expresion del campo en

los puntos de la superficie de un conductor en equilibrio electrostatico.

E, =245 (3.6)
€0

3.1.1. Blindaje utilizando conductores

A continuacién veremos como es posible aislar ciertas regiones del espacio de los efectos
del campo eléctrico utilizando conductores en equilibrio electrostatico. En primer lugar,
consideremos la siguiente situacion.

Figura 3.3: Conductor hueco cargado con una carga Q

En la cavidad interior de este conductor, el campo ha de ser forzosamente cero. Esto es
sencillo de deducir utilizando la ley de Gauss, ya que para toda superficie cerrada que esté
totalmente contenida en la cavidad, la carga encerrada en su interior (y por lo tanto el flujo
del campo eléctrico a través de esta superficie) es nula. Como esto ha de ser cierto para
cualquier superficie cerrada, el campo en el interior tiene que ser cero, independientemente
de las posibles cargas situadas en el exterior del conductor. Ademas de este caso simple,
podemos tener situaciones mas complejas.
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Figura 3.4: Conductor horadado con otro conductor en su interior.

En primer lugar, sabemos que en el interior de los conductores Cy C’ (las zonas sombrea-
das) no puede existir campo eléctrico por tratarse de conductores en equilibrio electrostdtico.
Por otro lado, en la regién entre conductores existird campo eléctrico si y solo si Q" # 0. Si
se da este caso, existirdn superficies cerradas contenidas en la regién entre conductores que
contengan carga en su interior, por lo que la ley de Gauss impone que existird un flujo no
nulo del campo eléctrico a través de dichas superficies, forzando asi la existencia de campo
eléctrico en esta region. En la zona exterior, utilizando argumentos idénticos, existird campo
eléctrico si y solo si Q + Q' # 0

3.1.2. La jaula de Faraday

Este es un caso especifico de blindaje utilizando conductores, y es completamente analogo
a la situacién en la figura 3.3. Buscamos aislar una cierta regién del espacio de los efectos de
un campo eléctrico externo, asi que la rodeamos de un conductor en equilibrio electrostatico,
que garantiza que todo campo en el interior de la jaula de Faraday se deberd a cargas situadas
en el interior de la misma. Tendremos entonces la siguiente situacién.

Figura 3.5: Esquema de la jaula de Faraday y del campo eléctrico externo

Ya sabemos que el campo en el interior serd nulo, pero aprovecharemos para discutir
el efecto del campo eléctrico sobre la distribucién de carga en la superficie de la jaula. En
ausencia de cargas en el interior de la jaula, esta carga se situard en la superficie mas externa,
y si hacemos la suposiciéon de que la jaula es un cuerpo neutro, cuando no exista campo
externo la densidad superficial de carga serd cero en todos los puntos del conductor. Sin
embargo, cuando se encienda el campo externo, las cargas en la jaula se reagruparan de tal
manera que creen un campo tal que, al superponerse al campo externo en el interior de la
jaula, provoquen que no exista campo en esta regién.
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++++

Figura 3.6: Redristribucién de cargas y superposicién de campos en el interior. En rojo se
representa el campo generado por la distribucién de cargas del conductor, y en negro el
campo externo. Estos dos campos se cancelan en el interior de la jaula

3.1.3. El efecto punta

Consideremos la situacion que se muestra en la siguiente figura

Q4

———— e b K

Figura 3.7: Dos esferas conductoras conectadas entre si por un hilo

Si asumimos que el hilo que conecta las dos esferas es lo suficientemente largo, podemos
afirmar que el campo generado por una de ellas no afectara al de la otra de manera signifi-
cativa. En esta situacién, una vez se alcance el equilibrio electrostatico, cada esfera tendra
una carga @; homogeneamente distribuida a lo largo de su superficie (de nuevo, suponiendo
que las dos esferas estdn lo suficientemente alejadas). El potencial en la superficie de cada
esfera es sencillo de calcular

_ @

‘/1 o 47TR1€0 (37)
_ @

sz B 47TR2€0 <38)

Ahora bien, las dos esferas forman un dnico conductor (ya que estdn conectadas por el hilo),
asi que deben estar al mismo potencial, de lo que se deduce

Q1 Q2
xl_ =2 3.9
Si ahora pensamos en la densidad de carga de cada esfera, esta sera

Q
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Q2
= — 3.11
Ps2 471‘R% ( )
El cociente entre estas dos densidades superciales sera
R R
Pst _ Q1 Rz g (3.12)
Ps2 Q2R1 Ry
Utilizando la relacion 3.9, podemos escribir este cociente como
ps1 _ Ro
=—=<0 3.13
ps2 I (3.13)
Y por lo tanto, llegamos a que
Ps2 > Ps1 (314)

Vemos entonces que se acumula una mayor densidad superficial de carga de carga en la
regién con més curvatura (menor radio). Esto es lo que se conoce como efecto punta, que es
més complicado de demostrar para geometrias arbitrarias'.En general, para un conductor
cualquiera, en el que existe una densidad superficial de carga ps, esta serd mayor en aquellas
zonas con mayor curvatura.

Este es el principio del pararrayos, que consiste en un conductor con una punta muy estrecha,
donde la densidad superficial de carga serd mucho mayor, maximizando asi la probabilidad
de que un rayo caiga en dicha punta.

3.2. Medios dieléctricos

A diferencia de los conductores, los medios dieléctricos no poseen carga libre, sino que
sus electrones estan ligados a sus posiciones en cierta medida. De este modo, cuando a un
dieléctrico se le aplica un campo externo, el movimiento que se les permite a las cargas es muy
pequeno, y en vez de encontrarnos frente a una redistribucién de la densidad de carga, como
en el caso de los conductores, lo que ocurre es que el dieléctrico se polariza, ya que cada una
de las moléculas que lo compone adquiere un momento dipolar, al redistribuirse ligeramente
su densidad electrénica. Como ya hemos visto en el tema anterior, un dipolo eléctrico genera
Su propio campo, y este también es el caso para las moléculas de los dieléctricos, que aunque
individualmente generan campos muy débiles, en conjunto se pueden sumar para dar lugar
a un efecto macroscépico. Definimos entonces el vector polarizacién como.

nAv -
P= lim k=1 D (3.15)
Av—0 Av

Donde los p;. son los momentos dipolares de cada una de las moléculas contenidas en un
volumen Av, y n es el nimero de moléculas por unidad de volumen en el dieléctrico. Cuando
el dieléctrico no estd sometido a ningin campo externo, los dipolos de sus moléculas estan
distribuidos al azar, por lo que la suma vectorial de todos ellos sera practicamente nula,
y no producira efectos macroscépicos. No obstante, al someter al material a un campo
electrostatico externo, los dipolos de sus moléculas tenderan a alinearse, dando lugar a un
vector polarizaciéon no nulo.

3.2.1. Densidades de carga de polarizacién

Vamos a calcular el campo creado por los dipolos inducidos en el dieléctrico. Para ello,
consideraremos la forma diferenciada de la ecuacion 2.55, considerando también que nuestro
dipolo puede no estar situado en el origen, sino en un punto con un vector de posicién r’.

L dp- (F—1)
d = —= 1
?(7) dreg|7 — 7|3 (3.16)

IVer [2], seccién 3.4
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Para calcular el potencial en el punto con vector de posicién , no hay més que integrar esta
expresién en todo el volumen 7 ocupado por el dieléctrico.

) _ [P
3

dmeg | — 7|3

)dV’ (3.17)

T

Donde se ha utilizado que, a partir de la ecuacién 3.15.
dp(7) = P (@) dV’ (3.18)

Ahora, teniendo en cuenta la siguiente identidad vectorial.

1 P
= .1
v (771) -7 (319

Podemos reescribir el potencial como.

o (F) = ! /7}3(77’)~V’<417:7>dv’ (3.20)

 dme |

Ahora, utilizando esta otra identidad vectorial.
E-v’fzvﬂ(fj)—fvﬂi (3.21)

Tendremos que el potencial se puede expresar como la suma de dos integrales.

1 , [ P() , 1 / ~V'-P(#)
= : d d .22
¢ (") 471'60/Tv <f’—F’| V+47reo . |F=7 v (3:22)

Si ahora S es la superficie que delimita la region dieléctrica, podemos utilizar el teorema de
la divergencia en la primera integral para llegar a.

— —

1 P -n,_, 1 -V'-P() .,
r) = d d 2
% (7) 471'60%5* |7 — 7] S 47r60/T |7 — 7| v (3.23)

Recordemos que estamos calculando el campo generado por los dipolos situados en el in-
terior del dieléctrico, y hemos sido capaces de expresar este campo como la suma de dos
integrales. Comparandolas con la ecuacion 2.28, vemos que son exactamente iguales, donde
las densidades de carga superficial y volumétrica son.

ppp =~V - P (3.24)

pps = P (3.25)

A estas densidades de carga se las conoce como densidades de carga de polarizacién o den-
sidades de carga ligada, y surgen debido a la induccién de dipolos en el material dieléctrico.
A la hora de calcular los campos, hay que tenerlas en cuenta a mayores de las densidades de
carga libres que puedan existir. Finalmente, es importante destacar que, segin el principio
de conservacién de la carga, si el dieléctrico es inicialmente neutro (antes de aplicar el campo
externo), entonces la carga total de polarizacién debe de ser nula.

f{ ppsdS + / ppodV =0 (3.26)
S T
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3.2.2. El vector desplazamiento eléctrico

Como ya hemos visto, en un sistema en el que se encuentre un dieléctrico, ”aparecen”
ciertas cargas a mayores de las cargas libres, a las que llamamos cargas ligadas o de polari-
zacion, y que tienen que ser tenidas en cuenta en cuanto al célculo de los campos. Asi pues,
el primer postulado de la electrostatica se convierte en.

V.G = Pet P (3.27)
€0

Cualitativamente, esto quiere decir que el campo E nace y muere tanto en las distribuciones
de carga libre como en las distribuciones de carga ligada. No obstante, nos gustaria contar con
un campo que no dependa de las distribuciones de carga de polarizacién, y para obtenerlo,
podemos manipular la expresiéon anterior para llegar a.

E()V . E — Ppv = Pu (328)
Y utilizando la ecuacién 3.24. L
V~Gﬂ$+P):pv (3.29)
Definimos entonces el vector desplazamiento eléctrico, 5, como.
D=eE+P (3.30)

Cuya divergencia depende tinicamente de las cargas libres. Esto sin embargo tiene un precio,
y es que el rotacional de D ya no es nulo. En efecto, aplicando el rotacional a ambos miembros
de la ecuacién anterior, y aplicando el segundo postulado de la electrostética.

VxD=eVXE+VxP=VxP+#0 (3.31)

3.2.3. El tensor susceptibilidad eléctrica

Existen ciertos materiales, llamados materiales lineales, en los que el vector polarizacién
y el campo eléctrico estan relacionados de la siguiente manera.

P=cyx.(ME (3.32)
Donde x. es el tensor susceptibilidad dieléctrica del material en cuestién, que se puede

representar como una matriz 3 x 3 cuyas componentes (que son adimensionales) dependen
de la posicién. En forma matricial, la ecuacion 3.32 toma la siguiente forma.

. Xe11 () Xe12 (7)  Xe1s (7) Ey
P= €0 Xe21 (F) Xe22 (7:) Xe23 (F) E2 (333)
Xe31 (7)) Xes2 (7)) Xess (7) Es

Existen medios que ademés de ser lineales, son también isotrépicos. En estos medios, el
tensor susceptibilidad eléctrica se vuelve diagonal y con tres autovalores idénticos, por lo
que la expresion 3.32 tomaria la forma.

P=cyx.(ME (3.34)

Donde ahora x. no es un tensor, sino una funcién escalar que depende de la posicion.
Finalmente, en los medios que ademas de lineales e isotropicos son homogeneos, esta funciéon
de la posicién se convierte en una constante.

—

P =eox.E (3.35)

Si nos ponemos en el caso de medios lineales, homogeneos e isétropos (Lh.i), la expresién
3.30 se convierte en.

D = ¢E + GoXeE =¢o (1+ xe) E =epe, E = cE (3.36)

Donde ¢, = 1+ ¥, es una cantidad adimensional conocida como la permitividad relativa del
medio, y € = €€, es la permitividad absoluta (o permitividad) del medio en cuestién, y se
mide en F/m.
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3.3. Condiciones de contorno en la separacion entre me-
dios

Dedicaremos esta seccion al estudio del comportamiento de las distintas componentes de
los campos E' y D al pasar de un medio a otro.

3.3.1. Continuidad de las componentes tangenciales de E

Consideremos la superficie de separacion entre dos medios y el contorno abed indicado
en la figura.

Figura 3.8: Superficie de separacion entre dos medios con distintas permitividades absolutas,
€1y €2

Segun el segundo postulado de la electrostatica, V x E= 0, y utilizando el teorema del
gradiente.

% E-df=0 (3.37)
abed

Ahora, consideremos que tomamos el limite en el que los tramos ab y cd tienden a cero,
mientras que los otros dos permanecen iguales. En este caso tendriamos que.

lim E-dF:/ E~df+/ E-di=0 (3.38)
ab,cd—0 abed b d

Si ahora Al es la distancia entre a y d (que coincide con la distancia entre b y ¢), y puesto
que los diferenciales en cada integral tienen sentidos opuestos.

(Ez - El) Al-i=0 (3.39)

Donde t es un vector unitario tangente a la superficie de separacion entre los dos medios.
Manipulando la expresién anterior es posible deducir una relacion entre las componentes
tangenciales de E en los dos medios.

Ey = Eip (3.40)

Es decir, las componentes tangenciales de E se conservan al cambiar de un medio a otro.

3.3.2. Discontinuidad en las componentes normales de D

Consideremos de nuevo una frontera entre dos medios de distintas permitividades abso-
lutas, en la que existe una distribucién superficial de carga libre, y consideremos también la
superficie indicada en la figura.
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Figura 3.9: Separacién entre dos medios de distintas permitividades absolutas

Hemos demostrado anteriormente que la divergencia de D es la densidad de carga libre.
Asi pues, si calculamos el flujo de este campo a través de la superficie de la figura, a la que

podemos llamar S.
fﬁdﬁ:/v-ﬁdvz/mdv (3.41)
S T T

Consideremos ahora que la altura del cilindro, An tiende a cero. Aplicando este limite
tendriamos que.

lim ¢ D-dS= lim dv = ds 3.42
An—0 Jg An—0 Tpv APS ( )
Donde ahora I' es la superficie de separacion entre los medios que estd en el interior del
cilindro. Si ahora tenemos en cuenta que 1; = —1n3, podemos expresar el primer limite
como.

lfm fﬁ-ds":/ (51 —52) 13ydS (3.43)
T

An—0 S

Juntando ambas ecuaciones, obtenemos que.

/ (51 - D}) 1dS = / pedS (3.44)
r T

Y como los recintos de integracién son iguales, los integrandos han de serlo también.
(51 — 52) . ’/il = Ps (345)

Y desarrollando el producto escalar llegamos a la expresion de la discontinuidad de las
componentes normales de D.
Dnl - Dn2 = Ps (346)

3.4. Ecuaciones de Poisson y Laplace en medios dieléctri-
cos

En el tema anterior dedicamos una seccién a introducir las ecuaciones de Poisson y de
Laplace para el campo electrostatico en el espacio libre. Veamos como se modifican estas
ecuaciones en medios dieléctricos. En primer lugar, sabemos que sigue aplicando el segundo

postulado de la electrostatica en el espacio libre [V x E= 0), por lo que E sigue siendo un

campo conservativo, y por lo tanto deriva de un potencial escalar a través de un gradiente.

B—-vé (3.47)
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Si consideramos medios lineales e isétropos, contamos con la siguiente igualdad, que ya

hemos deducido anteriormente. . .
D=¢(F)E (3.48)

Noétese que la permeabilidad absoluta es una funcién de la posicién y no una constante, ya
que no hemos especificado que estemos trabajando con medios homogéneos. Si combinamos
ambas ecuaciones, llegamos a que.

D=—e(f)Vo (3.49)
Tomando la divergencia a ambos lados, y aplicando que V - D= Pv, tenemos que.
V- (e(F) V) = —p. (3.50)

Si desarrollamos el primer medio de la igualdad, llegamos a la ecuacién diferencial que
verifica el potencial eléctrico en medios lineales e isétropos.

Ve () - Vo + e (F) Vi = —p, (3.51)

Si ahora admitimos que el medio es homogéneo, la permitividad deja de depender de la
posicion y se convierte en una constante, y de esta manera obtenemos la ecuacién de Poisson.

e (3.52)
€
Que para regiones en las que no exista carga libre, se reduce a la ecuacién de Laplace.
V=0 (3.53)

Llegamos entonces a la conclusién de que el potencial escalar eléctrico en medios dieléctricos
obedece las ecuaciones de Laplace o de Poisson si y solo si el medio es lineal, homogeneo e
isétropo. En caso de medios inhomogeneos, la ecuacion diferencial es la dada por 3.51.

3.5. El electreto

Un electreto es un cilindro homogéneo hecho de material dieléctrico en el que existe una
polarizacién uniforme.

5>

Figura 3.10: Electreto en el que existe una polarizacién uniforme P = Pz. No existen
distribuciones de carga libre

Vamos a calcular las fuentes de los campos E y . En primer lugar, al no haber carga
libre, tendremos que
= _ Ppv
V.-E=" (3.54)

€0
Las densidades de carga de polarizacién seran

ppw =V -P=0 (3.55)
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pps = P -7 =+P (3.56)

Tendremos entonces una densidad de carga superficial de polarizacién negativa en la tapa
izquierda y una positiva en la derecha. Como V x E = 0, estas densidades superficiales son
las tnicas fuentes de E, que tendrd, de manera cualitativa, la siguiente forma

Figura 3.11: Lineas del campo eléctrico. Estas lineas "nacen” en las cargas positivas y
"mueren” en las negativas.

Veamos ahora lo que le ocurre al campo D. Para ello, recordemos la definicién de este
campo, dada por 3.30

—

D=eE+P (3.57)

En el exterior del electreto, donde P= 0, las lineas de E y D coinciden, ya que
D=eE=D| E (3.58)

Ahora bien, sabemos que, al no haber distribuciones de carga libre, V - D = 0, lo que

nos indica que las lineas de D tienen que ser cerradas. Asi, las lineas de campo del vector
desplazamiento eléctrico seran

Figura 3.12: Lineas del campo D

Visto este resultado, es razonable preguntarse por que existe campo D si sus fuentes se
anulan V - D = 0. Si bien esto es cierto, nos estamos olvidando de sus fuentes vectoriales,
ya que V x D =V x P. Sea ahora el camino I' detallado en la siguiente figura.
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Figura 3.13: Camino cerrado I’

Consideremos ahora la siguiente integral

j'{ P.dr (3.59)
r

Como el vector de polarizacién se anula fuera del electreto, y es perpendicular a di en los
tramos verticales, esta integral se reduce a

fﬁ-df:/ ﬁ-dF:P/ dr=aP #0 (3.60)
I 0 0

Tenemos entonces que la integral de P en un camino cerrado es no nula, y por lo tanto P
no puede ser un campo conservativo. De esta manera, sabemos que V x P # 0, por lo que
existen fuentes vectoriales de D.
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Capitulo 4

Energia y fuerzas
electrostaticas.

Hasta ahora, hemos desarrollado la electrostatica a través de los dos postulados en el
espacio libre y en medios dieléctricos, llegando a calcular el potencial y el campo eléctricos
en varias situaciones. En este tema nos centraremos en las energias electrostaticas, rela-
cionandolas con los distintos campos que ya hemos introducido, y finalmente relacionaremos
estas energias con las fuerzas electrostaticas.

4.1. Energia de configuracion de un sistema de cargas
puntuales

Consideremos una carga puntual ¢; situada en un punto del espacio libre caracterizado
por un vector de posicién 77. Imaginemos que ahora desplazamos una segunda carga g
desde el infinito hasta otro punto del espacio libre, caracterizado por otro vector de posicién
r5. Definimos la energia de configuracion de este sistema de dos cargas como el trabajo
necesario para transportar la carga go desde el infinito hasta su posicién finall. Si V; (7) es
la funcién potencial generada por la carga ¢;, el teorema del gradiente nos garantiza que.

Wa = g AV = go (Vi (12) — Vi (00)) (4.1)

Recordemos que estamos considerando el trabajo realizado en contra del campo, de ahi la
ausencia del signo menos en la ecuacién 4.1. Ademaés, como el potencial escalar es nulo en
el infinito.

W2 = QQV1 (r’é) (42)

Si ahora denotamos como r12 a la distancia entre r{ y 73, y sustituyendo la expresién del
potencial creado por una carga puntual.

4192

Wo =
471'607"12

(4.3)
Si ahora quisiéramos traer otra carga, qs, desde el infinito hasta una posicién marcada por
el vector de posicién , tendriamos que hacer trabajo contra el campo creado por las cargas
q1 ¥ ¢2. Si ahora V5 (7) es el potencial creado por las cargas q1 y ¢, el trabajo necesario
para trasladar gs sera.

Ws = gsViz (73) = —2 <q1 + q2> (4.4)

dmeg \ 713 T23

1Es importante darse cuenta de que no estamos imponiendo ninguna restriccién acerca de la trayectoria
de g2 desde el infinito hasta 73, ya que el hecho de que V x E = 0 hace que el trabajo realizado no dependa
del camino seguido.

43



44 CAPITULO 4. ENERGIA Y FUERZAS ELECTROSTATICAS.

Y para colocar una cuarta carga, q4, el proceso es anédlogo.

W, = 2 <(“ +2 QB’> (4.5)

dmeg \ 714 To4 T34

Para hallar la energia total de configuracion del sistema de cuatro cargas no hay mas que
hacer la suma.

1
W = ZW’ _ ; (Q1QQ + q193 + q194 + 4293 + 4244 + Q3Q4) (4.6)

TE€o 12 13 14 23 724 T34

A partir de esta expresién, se puede generalizar para obtener la energia de configuracion de
un sistema de N cargas puntuales.

47760 Z Z o (4.7)

Ti
i=1 j=i+1 ij

Donde el indice j = i+ 1 impide sumar el mismo par dos veces. Existe también la posibilidad
de sumar pares repetidos y dividir entre dos, lo que nos deja con.

1 N (.
W= Yoy 4 (4.8)

Esta expresion resulta ser mas 1til, ya que se puede manipular para obtener.

Z(h Jz: 47“07‘” (4.9)
j#i

El término entre paréntesis es exactamente el potencial electrostdtico generado por todas
las cargas menos una en el punto donde se encuentra esa tdltima carga. De esta manera, se
puede escribir la energia electrostatica de configuracion de un sistema de cargas puntuales
en funcién del potencial electrostatico generado por todo ese conjunto de cargas.

L
=3 Zqz'V(ﬁ) (4.10)

Este es el trabajo necesario para situar las N cargas en sus respectivas posiciones, y concide
con la cantidad de energia obtenida al romper totalmente la configuracién.

4.1.1. Energia almacenada en distribuciones continuas

Es posible generalizar la expresion 4.10 a distribuciones continuas de carga, ya sean
volumétricas, lineales o superficiales, sin mas que sustituir las cargas puntuales por las
respectivas densidades de carga, y reemplazando la suma por una integral que se extiende
a las regiones del espacio donde existe carga.

W= %/TV (ﬁ) pudv’ (4.11)

/S 1% (F/) pods’ (4.12)

1
2
1 N
I / /
W= /Lv (r ) pudl (4.13)
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4.2. Energia electrostatica en términos de cantidades de
campo

Las expresiones que acabamos de deducir nos permiten calcular la energia electrostética
almacenada en cualquier tipo de distribucién de cargas, siempre que conozcamos como esta
distribuida (la funcién densidad). No obstante, a veces obtener esta funcién es complicado,
y es méas comodo tener una expresion para la energia que solo dependa de los campos E y
D. Para ello, y partiendo de la expresion 4.11.

W= %/Tv (ﬁ) podv’ = %/T (v : 13) 1% (F/) ' (4.14)

Si ahora utilizamos la siguiente identidad vectorial.
V~<V5):VV-5+VV-5 (4.15)

Podemos sustituirla en la tltima integral para obtener.
1 . 1 .
W= 5/v- (VD) dv' — 5/vv-de’ (4.16)

Si ahora utilizamos el teorema de la divergencia en la primera integral, y en la segunda
sustituimos £ = —VV, llegamos a.

1 O T
W:fj{VDds’—i—f/Eode’ (4.17)
2 Js 2 /.

Fijémonos ahora en la integral de superficie. Como 7 puede ser cualquier volumen, es posible
escogerlo de forma que sea una esfera de radio R. Si se hace esto, sabemos que la funcién
potencial decrece como %, y que el médulo del desplazamiento eléctrico decrece como #.
Como el elemento de superficie ds aumenta con una razén de R?, el conjunto decrece como

%, y por lo tanto.

R 1
lim j{ VD -ds' =< lim — =0 (4.18)
s

R—o R—o0

Para el otro sumando, al hacer tender R a oo, tenemos que integrar sobre todo el espacio,
y asi.

1 L
W= /T . E-Da (4.19)

espacio
Que es equivalente a integrar en todas las regiones donde existan campos no nulos. Si
denotamos a la unién de todas estas regiones como {2, la energia electrostatica sera.

1 [ = -
W=-= / E. Dav (4.20)
2 Jo

Hasta el momento, el planteamiento ha sido completamente general. Si ahora admitimos
que estamos trabajando en medios lineales, homogéneos e isétropos, podemos hacer uso de
la relacién D = eFE para rescribir la expresién anterior.

1
W=3 /Q eE%dv’ (4.21)

Esto puede interpretarse como la integral de una cierta densidad de energia electrostatica
en un determinado volumen, asi que podemos definir esta densidad como.

we = —eE? (4.22)

De forma que la energia sera.
W= [| w.dv (4.23)
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4.2.1. Ejemplo: Energia almacenada en un condensador.

Consideremos un condensador de placas plano-paralelas como el que se muestra en la
siguiente figura.

Figura 4.1: Condensador de placas plano-paralelas sometido a una diferencia de potencial
V. En su interior hay un medio 1.h.i de permitividad absoluta e.

Para modelar el campo eléctrico en el interior de este condensador vamos a utilizar un
resultado previo: el campo creado por un plano infinito, dado por 2.27. Si ignoramos efectos
de borde, este sera el campo generado por cada una de las placas del condensador. Si se
tiene en cuenta que las placas tienen densidades de carga con signos opuestos, es sencillo
ver que los campos de cada placa se superponen para dar lugar al siguiente campo total.

Ps 5 En el interior del condensador
E={ (4.24)

0 Enelrestodel espacio

Donde hemos situado el eje z de tal manera que sea perpendicular a las placas del conden-

sador. Ademads, como conocemos la distribucién superficial de carga, el campo en el interior
del condensador sera.

z Q

B, =

int Se

Hay una manera més simple de expresar este campo eléctrico. Si calculamos la diferencia
de potencial entre placas, V.

(4.25)

d d
= " Q Qd
V= Eipg - dif = —dr = — = Ejed 4.26
/0 e /0 5S¢ T Se ! (4.26)
Y por tanto, el campo eléctrico sera.
2 (4.27)

Y como en el interior tenemos un medio lL.h.i, el vector desplazamiento eléctrico en todo el
espacio serd.

= { eE;n: Enelinterior del condensador (4.28)

b= 0 Enelrestodel espacio
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Ahora que conocemos los campos, podemos usar la ecuacién 4.20 para calcular la energia
almacenada en este condensador. Sea pues 7 el volumen encerrado entre las placas.

1 s o=, 1 2,_1/ v\® ,  18V?
W_2/TEDdU_2/T€EdU_276d dv—Qde (4.29)
Podemos relacionar esta cantidad con la capacidad del condensador, definida como.
Q
C=—= 4.30

Que, utilizado resultados previos de este apartado.

3 Qd\ "' Se
C=Q- <S€> == (4.31)

Y por lo tanto la energia electrostatica almacenada se puede expresar como.

1
W= §CV2 (4.32)

4.3. Energia de polarizacion

Cuando introdujimos los medios dieléctricos, hablamos de que sus propiedades surgian
de una perturbacion en la estructura electronica de sus moléculas al aplicar un campo
externo. Evidentemente, dicho cambio requiere de una determinada cantidad de energia,
a la que se le conoce como energia de polarizacion. Para ver esta variaciéon de energia,
consideremos un condensador de placas plano-paralelas de capacidad Cy cuando entre sus
placas se encuentra el vacio. Consideremos ahora que introducimos en su interior un material
dieléctrico de permitividad relativa €,.. El dieléctrico se polarizard como se muestra en la
figura.

Drieléci FICD ¢ = f_rt o
\‘".
. e

- Placas del =

condensador & =
=0

ko, -
\jv-\ o
{
B

Py Fi 1m

Figura 4.2: Esquema de lo que le ocurre a las cargas en el dieléctrico en el proceso de
polarizacién. Como aclaracién, toda la regién entre placas estd ocupada por el dieléctrico.
La superficie de cada placa es S.

Empecemos calculando el valor de los campos D y E en todo el espacio. Como estamos
ante un material dieléctrico, tendremos que las fuentes de E serén tanto las cargas libres
como las cargas ligadas, mientras que las fuentes del campo D son solo las cargas libres, lo
que indica que para el campo l_j, no existe ningin material dieléctrico. Volviendo de nuevo
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al plano infinito, es sencillo demostrar que el vector desplazamiento eléctrico generado por
esa distribucién de corriente sera.

%2 Paraz >0

= (4.33)

—%2 Paraz <0

Y siguiendo el mismo razonamiento que en apartados anteriores, para nuestro condensador
relleno de material dieléctrico, si despreciamos efectos de borde, el vector desplazamiento
eléctrico en todo punto del espacio sera.

(4.34)

5 psz Enelinterior del condensador
o 0 Enel restodel espacio

Y por lo tanto el campo eléctrico en el interior del condensador seré.

By = L2 (4.35)

€r€o

Po otro lado, el potencial entre las placas del condensador sera.
d —
V= / E;n - di = Ed (4.36)
0

Si ahora nos preguntamos por la capacidad del condensador ahora que hemos introducido

el dieléctrico, tendremos que.
o_Q_pS_Ds

V.V  Ed

Si ahora recurrimos a la ecuacién 3.30, podemos reescribir la expresiéon anterior como.

(4.37)

(P+€eE)S €S PS
C— — 4.38
Ed d * Ed Ed ( )
Vemos entonces que podemos escribir la capacidad del condensador como la suma de dos
términos. Ahora, segin la ecuacién 4.31, podemos identificar el primer término con la ca-
pacidad del condensador cuando no hay dieléctrico entre sus placas.

PS
C=Cy+ — 4.39
o+ Ed (4.39)
Tenemos entonces que la capacidad tiene dos términos, correspodiente a la capacidad en el
espacio libre y otro que depende dela polarlzamon Ahora utilizando que el medio dieléctrico
es L.h.i, podemos utilizar que P= eoer =€ (e, — 1) E para llegar a.

e (e —1)8 €0erS €S
C=Ch+ ——F—=C - — 4.40
o+ d 0+ p] d ( )
Que recurriendo de nuevo a la ecuacién 4.31 podemos reescribir como.
C=Cy+¢€Cy—Cy=¢€.Cy (441)

Veamos ahora la energia almacenada en el condensador. Utilizando la expresién 4.32 sabemos
que.

1 1
W= §01/2 = 5eTCOV2 (4.42)
Que también se puede escribir como.

1 1
W= 5COV2 +3 (€, — 1) CoV? (4.43)
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El primer término se corresponde con la energia almacenada en el condensador cuando este
estd situado en el espacio libre, por lo que el segundo término ha de corresponderse con la
energia almacenada en la polarizacién.

W =W + Wy (4.44)

Donde

1
ol — 5
Es inmediato comprobar que para el espacio libre, cuando €, = 1, la energia de polarizacion
es nula.

W, (er — 1) CoVZ = (e, — 1) W (4.45)

4.3.1. Energia de polarizacién desde el punto de vista del campo
Segun la ecuacion 4.20, la energia electrostatica almacenada en una distribucion de cargas
viene dada por.
1/ - -
W=- / E - Ddv' (4.46)
2 Ja

Utilizando la ecuacién 3.30 para reescribir el campo D
1 — — — ’ 1 2 / 1 - = /
W==[E (P+60E) d' == [ B2 + - | E-Pdv (4.47)
2 Ja 2 Jo 2 Jo

Para medios lineales, homogeneos e isétropos, el primer sumando se corresponde con la
energia electrostatica en el vacio, por lo que el segundo término ha de ser igual a la energia
de polarizacion.

1 [ = =
Wit = = / P-Edv (4.48)
2 Q

4.4. Fuerza electrostatica entre las placas de un conden-
sador

Consideremos de nuevo un condensador de placas plano-paralelas. En cada una de sus
placas se encuentra una cantidad de carga con valor absoluto |Q|, pero de signos opuestos,
por lo que resulta evidente que las caras sentirdn una fuerza atractiva, F, entre ellas. De
este modo, para mantener inalterado el condensador serd necesaria una fuerza mecénica que
contrarreste la atraccion electrostatica, a la que nos referiremos como F,.

S Area de
§

E,P_ﬂd__,-—- la placa A

Figura 4.3: Representacion de las fuerzas sobre una de las placas.

Consideremos ahora un desplazamiento virtual, Az de una de las placas, debido a la
accién de fuerzas eléctricas (podemos imaginar que lo que estd ocurriendo es que retiramos
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la fuerza mecénica que mantiene fijas las placas). El trabajo virtual realizado por la fuerza
eléctrica seré.

AW,, = F.Az (4.49)

Ahora tenemos que considerar dos casos, ya que el condensador puede estar o aislado o bien
conectado a una fuente de potencial.

4.4.1. Condensador aislado

Consideremos pues un condensador totalmente relleno de un medio 1.h.i de permeabilidad
absoluta e. Como el condensador estd aislado, la energia total del sistema ha de permanecer
constante. Esto significa que el trabajo mecénico resultante del desplazamiento virtual debe
compensarse con una disminuciéon de la energia electrostatica.

AW,, + AW, =0 (4.50)

Despejando y utilizando la ecuacién 4.49 llegamos a

AW,
F,=— 4.51
c Ax ( )
Ahora, si consideramos variaciones infinitesimales, tendremos la siguiente expresion.
oW,
F,.=— 4.52
© ox (4.52)

Veamos entonces cuanto vale esta fuerza. En primer lugar, tenemos que la energia elec-
trostatica almacenada en un condensador plano-paralelo es.

1
W, = 5OVQ (4.53)

Sin embargo, esta expresiéon no nos es demasiado ttil, ya que un condensador aislado no
estd conectado a una bateria que mantenga constante su voltaje al modificar la distancia
entre placas. Por otro lado, al no estar conectado a baterias, no existe nada que modifique
la carga almacenada en las caras del condensador, por lo que esta se mantendra constante.
De este modo, utilizando que C' = %

2
We=— 4.54
5C (4.54)
Utilizando la ecuacién 4.31, podemos escribir la capacidad en funcién de la distancia ente

placas.
QQ

Vemos pues que la energia almacenada es mayor cuanto més grande sea la distancia entre
las placas. Para obtener la fuerza, no hay mas que emplear la ecuacién 4.52

Q2

F,=-
2Ae

(4.56)

Se puede ver que la fuerza tiene un signo negativo, ya que tiende a disminuir la energia
almacenada (al intentar juntar las placas del condensador).

4.4.2. Condensador conectado a baterias

Ahora, en lugar de un condensador aislado, tenemos uno conectado a una fuente de
energia que permite una variacién de carga en las placas, y que mantiene constante la
diferencia de potencial entre las mismas. Para hacer el balance de energias, tendremos que
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tener en cuenta que ahora el entorno (baterfas) puede hacer un trabajo, al que nos referimos
como Wy
AW, + AW, = AW, (4.57)

Recurriendo a la expresién 4.31, es sencillo calcular la variacién en la capacidad del conden-
sador cuando las placas se acercan una distancia Ax

1 1 Ax

Esta variacién de la la capacidad lleva asociada una variacion de la carga almacenada en las
placas (ya que el voltaje es constante).

Q=CV = AQ=(AC)V (4.59)

Y por lo tanto, podremos expresar la variacién de energia electrostatica en funcién de esta
variacion de carga.

1 1
We = §QV - AWE = §VAQ (460)
Que en funcién del desplazamiento de las placas es
1 Az
AW, = —— =" AeV? 4.61
w. 2z (x — Azx) v (4.61)

Por otro lado, tenemos el trabajo realizado por las baterias. Estas transportan una cantidad
de carga AQ de una placa a otra. De este modo, el trabajo realizado por las baterias vendra
dado por la ecuacion 2.41

Wy, =VAQ = x(f_xAx)Aev? (4.62)
De esta manera, se comprueba facilmente que.
Wy = 2W, (4.63)
Asi, la ecuacién 4.57 se convierte en
AW, + AW, = 2AW, (4.64)

Despejando de esta ecuacion, y empleando la expresion 4.49 llegamos a la siguiente expresion

para la fuerza.
AW,

F. = 4.
Ax (4.65)
Y si de nuevo consideramos desplazamientos infinitesimales
oW,
F. = 4.66
o (4.66)

Llegamos a la misma expresién que para el condensador aislado, pero con el signo cambiado.
Para estudiar la causa de esto, no hay mas que calcular la energia electrostatica almacenada,
ayudandonos de la ecuacién 4.31.
1 1 Ae
W,=-CV?=_-—=V? 4.67
c 2 2 x ( )
Ahora la energia aumenta al juntar las placas, y no al contrario, de ahi el cambio de signo.
Si ahora sustituimos en la expresién 4.66 podemos calcular la fuerza.
1Ae_,
Que como es de esperar tiene signo negativo, ya que tiende a unir ambas placas (que en este
caso implica un incremento de la energia electrostatica almacenada).
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4.5. Presion electrostatica

Volvamos al caso del condensador plano aislado. Segun las ecuaciones 4.56 y 4.32, pode-
mos escribir la fuerza sobre sus placas como.

F.=— (4.69)

Si ahora introducimos de nuevo la idea de densidad de energia electrostatica, y si v es el
volumen encerrado entre las placas del conductor, podemos expresar la fuerza como.

WeV we (Ax
B et _welAD) g (4.70)
x x
Y por lo tanto, la fuerza por unidad de superficie, a la que nos referiremos como presién

electrostatica, sera.

% = We = fe (4.71)

Vectorialmente, la fuerza sobre las placas serd

fo = wein (4.72)

A continuacién, trataremos de generalizar este razonamiento.Consideremos la superficie de
un determinado medio conductor, tal y como se muestra en la siguiente figura.

Figura 4.4: Superficie de un material conductor, donde se estd considerando un desplaza-
miento virtual debido a fuerzas electrostaticas en una parte de la misma.

La densidad de energia electrostatica, w,, viene dada por la ecuacién 4.22. En temas
anteriores hemos demostrado que el campo eléctrico en el interior de los conductores en
equilibrio electrostatico es nulo, asi que la densidad de energia electrostatica en su interior
sera nula también. De esta manera, al considerar el desplazamiento virtual de la figura 4.4,
la variacion de energia electrostatica sera.

AW, = —w.AaAx (4.73)
Sin més que despejar
%1%
—ZizwAa (4.74)

Al estar en un caso donde Q = cte, el primer término se corresponde con la fuerza elec-
trostatica, segun la ecuacion 4.56
F. = Aw.Aa (4.75)
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Y recuperamos de nuevo la expresion de la presién electrostatica.

we = %eOE2 (4.76)

o+
|
|

Ahora podemos emplear la ecuacién 3.6 para expresar la presion electrostdtica en funcion
de la densidad superficial de carga.

1 p?
.= ——= 4.77
fo= 52 (.77)
Que en forma vectorial es
L 12
fo=2lop (4.78)
2 €0

Recordemos que esta es una fuerza por unidad de superficie, por lo que si queremos obtener
la fuerza total sobre un conductor, tendremos que integrarla sobre toda la superficie S del
mismo

- 1
F, :/fedgz —/,ozdg’ (4.79)
S 260 S

4.5.1. Ejemplo: Esfera cortada por un plano

Consideremos una esfera conductora homogénea de radio R en la que existe una carga
Q@ (estamos suponiendo equilibrio electrostético, por lo que dicha carga estard situada en
la superficie). Como la esfera es homogénea, la carga también se distribuird de esa manera,
por lo que la densidad superficial de carga seré.

Ps = cte (4.80)

T ArR?

Calculemos la fuerza total sobre esta esfera usando la presién electrostéatica.

L1 1 Q \?
F = 245 = — ds 4.81
2¢0 Js* T 2¢ <47TR2> /S s (4.81)

Ahora, en coordenadas esféricas, d3 = R? sin () dfd¢#. Sustituyendo en la expresién anterior

Q

¢ Smey

2m ™
d(b/ sin (0)df =0 (4.82)
0 0

Que es el Unico resultado 1égico, y no tiene demasiado interés, pero sirve de practica para
lo que haremos a continuacién, ademas de convencernos de que la teoria es correcta.
Consideremos ahora que a nuestra esfera le hemos realizado un corte, separandola en dos
mitades no necesariamente iguales, tal y como se indica en la figura.
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-4t

-

e

Figura 4.5: Esfera conductora homogeneamente cargada cortada por un plano a una cierta
altura d.

Ahora las dos partes en las que se ha dividido la esfera actian como cuerpos indepen-

dientes. Busquemos pues la fuerza electrostatica que actia sobre la mitad superior.

— 1

F,=— [ pds (4.83)
260 S

La distribucién superficial de carga serd la misma que antes, por lo que.

2
F, = % ( 4%2) /S ds (4.84)
E introduciendo el correspondiente elemento diferencial de superficie
ﬁ—1< @ )2R2/2ﬂd¢/oosin(0)fd9 (4.85)
¢ 2 \4TR2 0 o '
Y expandiendo 7 tenemos que.
o R72 <Q> : /27r d¢ /90 sin 6 (sinf cos ¢z + sin 0 sin ¢ + cos 62) df (4.86)
© 7 2¢ \4TR2 0 0 ’

Es sencillo ver que las componentes x e y de la fuerza se anulan, por lo que nos queda
2 0o 2 2
o ™ Q 2 A . TR Q .2, 4
F. = . <47rR2> R Z/o sin 6 cos 0df = e <47TR2> sin® 0p2 (4.87)

Eliminando el paréntesis

2
Ao @
32mweg R2

Si ahora nos fijamos en el tridangulo de la figura, es inmediato deducir que

NG

sin? 62 (4.88)

sinfy = I (4.89)
Y por lo tanto, la fuerza sobre el fragmento superior serd
o Q? 2 2

Fo=——— (R —d ) (4.90)

e~ 32meg R4
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4.6. Autoenergia electrostatica

Vamos a empezar esta seccion calculando la energia electrostitica de configuracién de
una esfera homogénea de radio a cargada con una carga (), con una densidad volumétrica
de carga p, = cte. Para ello, construiremos la esfera por capas. Pensemos entonces en una
fase intermedia, en la que la esfera tiene un radio r, y calculemos el trabajo necesario para
traer la carga suficiente para formar otra capa desde el infinito hasta la superficie de la esfera.

En primer lugar, interesa el campo electrostatico generado por la esfera de radio r. Pa-
ra ello, consideremos una superficie esférica S de radio R > r concéntrica a nuestra esfera.

Por simetria, el campo eléctrico generado por la esfera serd de la forma E=FE (R) #, por lo
que su flujo, ® a través de S serd

= / E-# =47R*E (R) (4.91)
s
Por otro lado, la carga encerrada en el interior de S sera

4
Qenc = §7r7"3,01) (492)

Y por lo tanto, segin la ley de Gauss

(4.93)

Ahora, la cantidad de carga necesaria para crear una nueva capa serd igual a la densidad
volumétrica de carga multiplicada por el ”volumen”de esa capa

dq = 4mp,dr (4.94)

El trabajo infinitesimal para traer esta cantidad de carga desde el infinito hasta la superficie
esférica serd
dW = AVdq (4.95)

Donde AV viene dado por

2

r? pv _ Pt
AV =V EdR = - 4.96
(r) / / 3Re, T 3 (4.96)

Y por lo tanto, la cantidad de trabajo necesaria para crear una nueva capa (en funcién del
radio de la esfera) serd

47rp

AW (r) = rrt (4.97)

360

Y para hallar la energia electrostatica de configuracién de nuestra esfera de radio a, no hay
mas que integrar esta expresién entre todos los radios intermedios durante la construccién

de la esfera 5
4 4
W= / aw = A / rhdr = L4 Pv (4.98)
3 € 15 ¢
Ahora bien. Si @ es la carga total de la esfera, podemos escribir la densidad volumétrica

como
Q

4.3
3Ta

_dra® (4Q )2 (4.100)

T 15 ¢ smad

Pv = (499)

Y por lo tanto la energia serd
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Que, simplificando, se puede expresar como

3Q?

- 207maeg

(4.101)

Ahora que ya tenemos este resultado, pensemos por un momento en el electréon. Aunque
hasta ahora los hemos considerado como puntos sin volumen, esto claramente no refleja
la realidad clasica. Si nos acercamos a escalas atémicas, no seria descabellado pensar en
el electron como en una esfera muy pequena, con un radio que tiende a cero. De esta
manera, seria posible aplicar la ecuacién 4.101 para calcular la energia de configuracién de
un electrén, a la que nos referiremos como autoenergia electrostatica. Sin embargo, al hacer
esto nos encontramos con que
3e? 3e? 1

Wauto = gl_r% 20macy = 20meq (ll_r% P (4.102)

Hemos llegado a algo aparentemente absurdo, ya que lo que cabria esperar seria una energia
nula (ya que si en el vacio existe tan solo una carga puntual la energia necesaria para llevarla
desde el infinito hasta su posicién actual es nula, porque esto equivale a no moverla). Esta
contradiccién se debe a que el calculo que hemos utilizado estd fundamentalmente equivo-
cado. Al realizarlo, hemos asumido que vamos formando la esfera a partir de cantidades
pequenas de carga, pero en el caso del electron, esto no es posible, ya que el propio electrén
es la unidad fundamental de carga, por lo que es imposible formarlo a partir de cargas mas
pequenas. Hemos llegado pues a una de las limitaciones de la teoria electrostética, y es que
no nos permite describir adecuadamente a las unidades fundamentales de carga.



Capitulo 5

Métodos especiales en
electrostatica.

En temas anteriores, hemos deducido a partir del teorema de Helmholtz la expresién
que nos permite calcular el potencial escalar eléctrico generado por un conjunto de cargas
puntuales o por una distribucién continua de carga. Sin embargo, hay ocasiones en las que
estas expresiones no nos resultan demasiado ttiles, bien porque no conocemos la funcién
de distribucién de la carga en todo el espacio o bien porque las integrales resultantes son
excesivamente complejas. En estos casos, utilizaremos otro método, basado en resultados
que ya hemos deducido antes: la resolucién de las ecuaciones de Laplace y Poisson.

5.1. Unicidad de solucion de la ecuacién de Laplace

Recordemos la expresién de la ecuacién de Laplace
Vi =0 (5.1)

Esta es la forma homogenea de la ecuacion de Poisson, y es aplicable a regiones del espacio
que no contienen carga en su interior. En esta seccién demostraremos que si hemos obtenido
una solucién a esta ecuacion que satisfaga unas ciertas condiciones de contorno, entonces
dicha solucién es unica.

Supongamos de momento que contamos con dos soluciones para la ecuacién de Laplace
en una determinada regién, y con unas determinadas condiciones de contorno, a las que nos
referiremos como ¢ (7) y ¢2 (7). Ahora, construimos la siguiente funcién.

p=¢1— P (5.2)
Veamos lo que ocurre si aplicamos el operador laplaciano a esta funcién
Vi =V — V¢, (5.3)

Pero como tanto ¢; como ¢5 son soluciones de la ecuacién de Laplace
V2p=0+0=0 (5.4)

Y por lo tanto ¢ es también una solucién a la ecuaciéon de Laplace. En cuanto a las condi-
ciones de contorno que verifica ¢, tememos que, sobre la frontera

¢1|frontera = ¢2|frontera (55)

Y por lo tanto
¢3|frontera =0 (56)

57
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Ahora, utilizando la siguiente identidad vectorial
V~(u/f):/f~Vu+uV-ff (5.7)
Obtenemos que

V- (¢V9) =V -Vé+ ¢V Vo=V Vo + ¢V (5-8)

Y recordando que ¢ verifica la ecuacién de Laplace

V- (¢V) = (Vo) (5.9)

Ahora, podemos integrar ambos miembros en el volumen 7 ocupado por la regién donde
estamos resolviendo la ecuacién, y aplicar el teorema de la divergencia

/T (V) dv = /T V- (¢Ve)dv = ﬁ ¢V pds (5.10)

Y como sabemos que en la superficie S (la frontera), ¢ = 0
/ (Vo) dv =0 (5.11)

Esto solo se verifica si el integrando es cero en todos los puntos del volumen
(V¢)> =0 (5.12)

Si ahora expandimos este integrando, llegamos a que es igual a una suma de cuadrados

(Vo) = (gi)Q + <gz>2 + (‘2‘5)2 =0 (5.13)

Esto solo se verifica si todos los sumandos son nulos, lo que nos lleva a

9¢ — 9¢ _ 9¢ —
. " . 0 (5.14)
Y por lo tanto

¢ = cte (5.15)

No obstante, como sabemos que en la frontera, ¢ = 0, sabemos que ¢ = 0 en todo el volumen
7. Si ahora volvemos a la definicién de esta funcién

=01 —¢2=0= 1 = ¢ (5.16)

Llegamos entonces a que las dos posibles soluciones son en realidad la misma, por lo que
hemos demostrado que bajo unas determinadas condiciones de contorno, la soluciéon a la
ecuacién de Laplace es tinica.

5.2. Unicidad de solucidon de la ecuacion de Poisson

Ahora probaremos que, al igual que la ecuacién de Laplace, la solucién a la ecuacién de
Poisson es tinica una vez se fijan las condiciones de contorno. Para ello, consideremos un vo-
lumen 7 limitado por una superficie S. Dentro de este volumen pueden existir tanto regiones
conductoras como regiones dieléctricas en las que exista carga (recordemos que el vacio es
un caso particular de un dieléctrico). Para todas las regiones dieléctricas en las que exista
carga, libre o ligada, necesitaremos especificar la densidad de carga p, (), y en las regiones
conductoras necesitaremos especificar la carga total de ese conductor o bien el potencial de
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esa regién (recordando que los conductores son volimenes equipotenciales). Si ahora especifi-
camos el valor del potencial en la superficie S, la solucién a la ecuacién de Poisson sera tnica.

Para demostrarlo, procederemos de manera similar a como hicimos con la ecuacién de La-
place. Sean ¢1 y ¢o dos soluciones a la ecuacién de Poisson que verifican las condiciones de
frontera. A partir de estas dos soluciones podemos construir una nueva funcién.

P3 =1 — P2 (5.17)
Podemos definir también el siguiente campo vectorial
Es = -V (5.18)

Veamos lo que le ocurre a ¢3 en las distintas regiones del volumen 7. En primer lugar, en
las regiones de este volumen en las que no exista carga (lo cual incluye el interior de los
conductores), tanto ¢ como ¢o verificardn la ecuacién de Laplace

Vi1 = V32 =0 (5.19)

Y por lo tanto
V¢33 =0 (5.20)

Por otro lado, en las regiones dieléctricas donde hemos especificado la densidad de carga,
@1y ¢2 cumpliran la misma ecuacién de Poisson

de)l _ v2¢2 _ _pU (7?)

(5.21)
€0

Y de esta manera, en estas regiones
V23 =0 (5.22)

En la superficie frontera S, donde como ¢1 y ¢2 cumplen las mismas condiciones de contorno

¢3 = ¢1|frontera - ¢2|frontera =0 (523)

Y lo mismo ocurre en aquellas superficies conductoras donde esté especificado el potencial.

¢3|sup.conductora = ¢1‘sup.conductora - ¢2|sup.conductora =0 (524)

Sin embargo, como hemos dicho antes, podemos tener superficies conductoras donde el
potencial no esté fijado, pero en las que conocemos la carga total Q. En principio no podemos
asegurar que ¢s se anule en estas regiones, tan solo que ha de ser constante. Para discutir
estas regiones, consideremos las siguientes integrales.

Ip = f b3E5 - d§ (5.25)
S

I = f ¢3Es - d3 (5.26)
S

Donde las S; son superficies cerradas infinitamente cerca de las superficies de las regiones
conductoras, de tal manera que el campo eléctrico sera normal a la superficie en todo punto,
y el potencial serd constante en estas superficies, e igual al potencial del conductor. La
integral Iy se anula en todo momento, ya que sabemos que ¢3|frontera = 0, y por el mismo
motivo, I; se anula en las S; en torno a los conductores con el potencial fijo. Para los
conductores con carga fija, utilizando la ley de Gauss

Ii:¢>3fﬁg~d§:¢3 [f{ El.ds*]{s_ﬁz-ds*] = ¢3 [QQ] =0 (5.27)

€ €0

i Si i
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Donde EZ = —V¢,;. Hemos llegado entonces que en todas las superficies conductoras y en la
frontera S, las integrales Iy e I; se anulan. Ahora podemos pensar en el volumen limitado
exteriormente por S e interiormente por las S;, al que nos referiremos como 7

F=r-> 7 (5.28)

Donde los 7; son los volumenes ocupados por las regiones conductoras. Ahora, segin el
teorema de la divergencia, para un campo vectorial cualquiera, C, tendremos que

/%(v.é)dv:ﬁé'dg_Zﬁ_d'dg (5.20)

Donde el signo menos estd para corregir el hecho de que en las integrales sobre las S;, el
vector ds estd definido hacia el interior de 7, en lugar de hacia el exterior. Ahora, haciendo
que C' = ¢3F3, tenemos que

[ (v : quES) dv = ﬁqsgﬁs - di — ng 3By -d5 =T~ I, =0 (5.30)

K3

Si ahora expandimos la divergencia
V- (03B ) = Vou - By + 65V - By = Vs - By — 659765 (5.31)

Ahora, recordemos que en el interior de 7 solo existen regiones dieléctricas o regiones sin
carga, donde ya hemos demostrado que ¢3 verifica la ecuacién de Laplace. Por lo tanto

v (qngg) = Vs - By = —E2 (5.32)

Juntandolo todo, llegamos a la siguiente igualdad

/ E2dv =0 (5.33)

Como el integrando es positivo y la integral nula, el integrando ha de ser nulo en todo el
volumen 7

E?=0= E3=0= ¢3 =cte (5.34)

Y por lo tanto, ¢3 = cte en todo 7, y como en la superficie S ¢35 = 0, entonces ¢3 = 0 en
7. Ademds, como los conductores (que son las unicas regiones de 7 que no estdn en 7) son
voliumenes equipotenciales, ¢3 valdra en ellos lo mismo que en las S;, que por estar en 7
estan a ¢3 = 0, y por lo tanto, en el interior de los conductores ¢3 serd nulo también. Por
lo tanto, hemos demostrado que para todo punto en el interior de 7

P33 =01 —¢P2=0 (5.35)

Y por lo tanto ambas soluciones, ¢1 y ¢2, son idénticas en todo punto, y ya hemos demostrado
que bajo estas condiciones, la solucién a la ecuacion de Poisson es tnica.

5.3. Meétodo de las imagenes

En este apartado, aprovecharemos los dos teoreamas de unicidad que acabamos de de-
mostrar para simplificar en gran medida varios problemas electrostaticos. La idea de este
método es sustituir distribuciones de carga complicadas que estén fuera de la regiéon donde
queremos calcular el campo por cargas puntuales, de manera que se satisfagan las condicio-
nes de contorno y que el potencial resultante verifique la ecuacién de Laplace (o de Poisson).
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De esta manera, como la solucién es tinica, dara igual que lleguemos a ella a través de cargas
que en realidad no existen.

La idea es que, dado un conjunto de cargas puntuales y varias distribuciones complejas
de carga, asi como unas determinadas condiciones de contorno, seamos capaces de llegar a
una solucién de la forma

di qi
_ + 5.36
¢ Z dmeg R Z dmeg R ( )
Reales Ficticias
Tal que ¢ satisfaga las condiciones de contorno y verifique la ecuacién que le correspon-

da (Laplace o Poisson). A continuacién resolveremos dos ejemplos cldsicos utilizando este
método.

5.3.1. Ejemplo 1: Carga puntual enfrentada a un plano conductor

Vamos a considerar una carga q situada sobre un plano conductor infinito conectado a
tierra a una distancia d del mismo, tal y como se muestra en la figura. Estamos interesados
en calcular el potencial en la region sobre el plano, donde se encuentra nuestra carga puntual.

Figura 5.1: Situacién real. Buscamos el potencial ¢ (x,y, z) para z > 0

Matematicamente, buscamos una solucién a la ecuaciéon de Poisson

q0° (7 — 7o)

Vip=— Donde 7y = (0,0, d) (5.37)
€0
Con las siguientes condiciones de contorno
¢ (z,y,0)=0 (5.38)
lim ¢ () =0 (5.39)

|7 =00

Olvidémonos por un momento del plano conductor, y consideremos la siguiente situacion
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2
q (Chc"é )

) ]

C— - _q‘a
"9r@.0,-d)

Figura 5.2: Situacién ficticia en la que hemos inroducido una carga imagen
El potencial generado por esta distribucién de cargas puntuales vendrd dado por

_ 1 q _ q
dmeo \/x2+y2+(z—d)2 \/x2+y2+(z+d)2

(5.40)

Es sencillo comprobar que este potencial verifica las condiciones de contorno de nuestro
problema inicial. Ver que cumple la ecuaciéon de Poisson en esa regién no es tan trivial, ya
que aplicando el operador laplaciano a este potencial obtenemos que V2¢ = 0. Sin embargo,
estamos cometiendo el error de no tener en cuenta el punto (0,0, d), y es posible demostrar
que en ese punto se verifica la ecuacién de Poisson tal y como hicimos en temas anteriores
al introducir la funcién delta de Dirac.

En resumen, hemos encontrado una solucién para la ecuaciéon de Poisson en un determi-
nado volumen que cumple unas determinadas condiciones de contorno. Segun el teorema
de unicidad de solucién para la ecuacién de Poisson, esta solucién sera unica, por lo que
podemos decir que, para z > 0, el potencial serd

! d - d (5.41)

dmeo \/:c2+y2+(z—d)2 \/:c2+y2+(z+d)2

Por supuesto, esta ecuacién no describe adecuadamente el potencial en la regién con z < 0,
pero como no es nuestra zona de interés, no tiene mayor relevancia. A la carga ficticia -q se
la conoce como la imagen electrostatica de la carga q.

Por supuesto, ahora que conocemos el potencial escalar, es sencillo calcular el campo eléctri-
co sin mas que utilizar que £ = —V¢. También es posible calcular la carga total inducida
sobre el plano (que resulta ser -q), asi como la densidad superficial de carga en dicho plano®.

5.3.2. Ejemplo 2: Carga puntual enfrentada a una esfera conduc-
tora

Ahora resolveremos el caso de una carga puntual enfrentada a una esfera conductora
conectada a tierra, como se muestra en la siguiente figura.

IVer [1], seccién 3.2.2
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Figura 5.3: Situacién real. Buscamos el potencial ¢ (7,6, )
parar > R

Matematicamente, para obtener el potencial fuera de la esfera conductora tendremos que
resolver la siguiente ecuacién de Poisson

q6° (7 — 70)
€0

Vip=— Donde 75 = (0,0,d) (5.42)

Las condiciones de contorno que tenemos que imponer son

¢ (R, 0,0)=0 (5.43)
lm 6 (r,0,¢0) =0 (5.44)

Ahora vamos a olvidarnos de la esfera conductora y considerar la siguiente configuracion de
cargas puntuales.

d

Figura 5.4: Situacién ficticia en la que hemos introducido la carga imagen q’
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Donde b y ¢’ toman los siguientes valores

R2
b= — 5.45
- (5.45)
R
"= —q¢= 5.46
q a4 (5.46)
Ahora podemos calcular el potencial escalar generado por esta distribucién de carga, que
sera ) , ) s
q q q
— 4 .2 ) = S 5.47
¢(r1,m2) 4eq <r1 + 1"2) 4eq <r1 r2d> ( )

Que en funcién del angulo 6 se puede escribir como

6(r,0,0) = 1 L R (5.48)

~ dmeg \ V12 £ d2 — 2rdcos O a d\/TQ + IC%‘ _ 2T{f2 cos 6

Se puede comprobar que esta funcion satisface la ecuacién de Poisson en la regién con r > R
y que verifica las condiciones de contorno. Asi pues, el teorema de unicidad de solucién para
la ecuacion de Poisson nos garantiza que esta no solo es la solucion correcta, sino que es la
tnica solucién.

Al igual que en el caso del plano, a la carga ¢’ se la conoce como imagen electrostatica
de la carga q.

5.4. Solucién de la ecuacién de Laplace

A las funciones que cumplen la ecuacién de Laplace se las conoce como funciones armoni-
cas, y son de gran utilidad para resolver problemas en electrostatica, ya que se conoce su
forma general. Existen distintos tipos de funciones armoénicas, dependiendo del sistema de
coordenadas en el que estemos trabajando.

Armoénicos rectangulares

¢ = Chiayz + Coxy + Csyz + Cyzx + Csx + Coy + Crz 4+ Cy
¢=Cy+ ZZOZI (A, cos apz + By sin a,x) (Cre®m? + Dye™*nY)

Arménicos cilindricos
¢=(Fin(r)+ F)(HO+ Co)+ > o2, (Apr™ + Bpr=™) (Cy, cosnf + D,, sinnb)
Armoénicos esféricos

¢ =Cy+ Zf;;o (Anr” + BnT*”’l) (Ch Py, (cosB) + D,,Qy, (cos b))

Cuadro 5.1: Soluciones generales a la ecuacién de Laplace en distintos sistemas de coorde-
nadas. Las funciones P, y @, son los polinomios de Legendre de primera y segunda clase,
respectivamente.

En estos apuntes no discutiremos como se llega a estas soluciones, ya que no es el objetivo
de esta asignatura®. En cuanto a los polinomios de Legendre que aparecen en estas soluciones,
su forma se muestra en la siguiente tabla.

?Estas soluciones se justifican detalladamente en Métodos Matematicos V
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P (1) Q
1

l
" b (1) -
FEw 1) | e )i
3 (50 =3p) | 3P3(u)in (ifﬁ) — 2Py (u

w N o= OB

Cuadro 5.2: Polinomios de Legendre de primera y segunda clase

5.4.1. Ejemplo: Potencial generado por una corteza esférica.

Consideremos el caso de una esfera (no conductora) en cuya superficie existe una distri-
bucién superficial de carga ps con la siguiente forma

s = po cos 0 5.49
ps = p

QS. rgmﬂﬁsa

{6

<+

Figura 5.5: Esfera no conductora con una densidad superficial de carga que depende del
angulo acimutal, 0

En primer lugar, nuestro problema tiene claramente una simetria esférica, y ademads
cuenta con dos regiones bien diferenciadas. La regién interior (r < R) y la exterior (r >
R). Planteamos entonces la solucién general de la ecuacién de Laplace en funcién de los
armonicos esféricos.

oo B,
Gint = Z (AnT" + r"+1) P, (cosf) (5.50)
n=0
0o . Dn
dest = ) | Cur™ + —47 ) Pu (cos0) (5.51)
n=0

En nuestra propuesta de solucién no aparecen los polinomios de Legendre de segunda clase,
ya que nada en la simetria de este problema nos sugiere dependencias de tipo logaritmico>.
Ahora debemos considerar diversas condiciones de contorno que nos determinardn las diver-

sas constantes que aparecen en la solucién general.

Fijémonos primero en la solucién para r < R. La regién en la que existe esta solucién

3Es posible llegar a la solucién general considerando estas funciones desde el principio, es solo més
tedioso.
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incluye el origen, y la solucién que buscamos ha de ser finita en ese punto. De esta manera,
podemos afirmar que

B,=0 Vn (5.52)

De forma similar, nos gustaria que el potencial tendiese a cero lo suficientemente lejos de la
distribucién de carga (cuando r — 0). Para ello, tendremos que asegurarnos de que

lim ¢epr =0 (5.53)
r—00

Es sencillo deducir que la condiciéon necesaria y suficiente para garantizar esto es
C,=0 Vn (5.54)

Ademas, es evidente que las dos soluciones han de ser idénticas cuando r = R, es decir

oo

ZA R"P, (cos®) Z n+1 . (cos 0) (5.55)

n=0 n=0

Ahora utilizaremos un hecho que no vamos a demostrar, y es que los polinomios de Legendre
son ortogonales entre si. En la asignatura de Métodos Matematicos V se hace un mayor inciso
en lo que significa este concepto, pero para lo que nos interesa ahora es suficiente la idea de
que es imposible construir un polinomio de Legendre a partir de una combinacién lineal del
resto de ellos, es decir

1) # ZA P, Z B,P, (5.56)

n=k+1
Esto nos permite afirmar, a partir de la ecuacién 5.55

D,
Rn+1

A,R" = (5.57)

Reorganizando términos e introduciéndolos en las soluciones, reducimos el problema a hallar
una ultima constante.

Gint = Z Apr"™ Py (cos0) (5.58)
AnR2n+1
Geat = Z:O o Pa(cost) (5.59)

Ahora vamos a calcular las A,,. Para ello, utilizaremos un resultado de temas anteriores, el
comportamiento de las componentes normales de D (ecuacién 3.46), que nos garantiza que,
cuando r = R

(f)ext - ﬁznt) <P = ps (5~60)

Estamos en el vacio, que es un medio lineal, homogéneo e is6tropo, por lo que podemos
expresar esta relaciéon en funcién del campo eléctrico

(Eext - Eint) P & (561)
€0

Y en funcién de nuestras soluciones a la ecuacién de Laplace
ps _ pocos6

ad)int 8¢ea:t _ _
or |r:R - or |r:R — g - T (562)

Realizando estas derivadas

S n—1 R2n+1 Po
> A, (nR +(n+ 1) Ty ) P (cos6) = 2 cos (5.63)

€0
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Dado que cosf es uno de los polinomios de Legendre, sabemos que es imposible construirlo
sumando polinomios de Legendre que no sean el propio coseno. De esta manera, podemos
decir que

A, =0 Vn#1 (5.64)
Y para n = 1, tenemos que
RS
34, =P 4, =P p (5.65)
€0 360 360

Y ya hemos llegado a la expresion del potencial escalar en todo punto

Dint = ?%)r cos @ (5.66)
RS
Gext = 5207 cos 0 (5.67)

Y por supuesto, a partir de estos potenciales es sencillo calcular el campo eléctrico usando
que E = —Vo.

= pocosf . posind -
Eine = — 0 5.68
! 360 " 360 ( )
- 2po R3 R3 -
Bope = — PO cosgr — PO ingd (5.69)

ext -
3egr3 €or
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Capitulo 6

Corrientes eléctricas
estaclionarias.

En este tema dejaremos de considerar distribuciones estdticas de carga, y permitiremos
el movimiento de las mismas, dando lugar a las corrientes eléctricas, que seran de gran
utilidad cuando hablemos del campo magnético.

6.1. Vector densidad de corriente

Imaginemos una superficie cualquiera en el vacio que estd siendo atravesada por un
determinado flujo de carga. Si buscamos una manera adecuada de definir esta cantidad,
seria razonable empezar con el siguiente ratio

_ Mg AT
 AtAS  AS

(6.1)

Es decir, la cantidad de carga que atraviesa una seccién de nuestra superficie por unidad de
tiempo, donde el cociente entre la carga y el tiempo se denomina intensidad. Sin embargo,
y como ocurria cuando definfamos las distribuciones de carga, esta se trata de una funcion
discreta, y nos gustaria contar con una continua. De este modo, el médulo de lo que sera
nuestro vector densidad de corriente sera

|J| = lim AL (6.2)

A5=0 AS

Por supuesto, el médulo de este vector no es suficiente para definirlo, ya que nos falta su
direccién y sentido, que son tales que en cada punto, el vector densidad de corriente apunta
en la direccién en la que se propaga la cargal. Si ahora J es el vector unitario que apunta

en esta direccion, tendremos que . .
J=JJ (6.3)

Volviendo al concepto de intensidad, antes dijimos que venia dado por el cociente entre
carga y tiempo, pero esto es de nuevo una aproximacion (ya que estamos asumiendo que el
flujo de carga es perpendicular a nuestra superficie). En funcién de nuestro vector densidad
de corriente, la intensidad que atraviesa una superficie S viene dada por

Iz/f~d§ (6.4)
S

L Aqui hay que hacer un inciso, y es que hoy en dfa sabemos que lo que realmente se mueve son las cargas
negativas. Sin embargo, antiguamente se pensaba que lo que se desplazaba eran las cargas positivas, y por
ese motivo consideraremos siempre los flujos de carga como un transporte de carga positiva.
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6.1.1. Relacion con los portadores de carga

Imaginemos una region cualquiera del espacio libre donde existe una determinada den-
sidad de corriente f, que en principio puede tener cualquier forma. Sin embargo, podemos
considerar una zona lo suficientemente pequena de esta regién tal que sea posible construir
la situacion que vemos en la figura

A
As— (_ j;' \\g‘_ As

Figura 6.1: Superficie As que es atravesada normalmente por el vector densidad de corriente
J durante un tiempo At

La cantidad total de carga que atraviesa esta superficie en un tiempo At sera
Aq = JAsAt (6.5)

Ahora, a medida que la carga va atravesando la superficie, va formando el cilindro que
vemos en la figura, donde se distribuye siguiendo una determinada distribucién volumétrica
de carga p,, de modo que si Awv es el volumen del cilindro

Aq = p,Av (6.6)
Ahora, igualando ambas expresiones para Ag, tenemos que

Av

AsAt = p, A =pp—— .
JAs poldv =>J PoRGAL (6.7)
Y si ahora Al es la longitud de este cilindro
Al
J= vat (6.8)

Y si ahora hacemos tender el volumen del cilindro a cero (y por lo tanto hacemos tender a

cero el tiempo), tendremos que
dl

dt
Donde V es la velocidad de los portadores de carga, que como ademds tiene la misma
direccién que J, nos permite escribir

J=py— =p,V (6.9)

J=p,V (6.10)

En general, si tenemos N distribuciones de carga diferentes moviéndose con velocidades V;,
el vector densidad de corriente vendra dado por

N
T=3pul, (6.11)
=1
6.1.2. Distribuciones de corriente superficiales y filamentales

Al igual que con las distribuciones de carga, es razonable imaginarse densidades de co-
rriente bidimensionales (superficiales) y unidimensionales (filamentales).
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En primer lugar, consideremos un movimiento de cargas limitado a una determinada super-
ficie S, para el cual nos gustaria definir un vector densidad de corriente superficial al que
llamaremos k. Al igual que con las corrientes volimicas, su sentido sera el del desplazamiento
de las cargas positivas. En cuanto a su magnitud, pensemos en la siguiente figura.

Figura 6.2: Superficie arbitraria donde existe una densidad superficial de corriente lg, y donde
se ha indicado un elemento de linea dl perpendicular a la corriente.

El médulo de k se define como la cantidad de carga que fluye por unidad de tiempo
y de longitud a través de una linea imaginaria perpendicular a k (que en la figura es el
elemento de linea dl), o lo que es lo mismo, la cantidad de corriente por unidad de longitud
que atraviesa dicha linea imaginaria, es decir

dq
2 _dr = 12
o dl = kdl (6.12)

Es posible demostrar, siguiendo un argumento parecido al del apartado anterior, que la
densidad superficial de corriente se relaciona de la siguiente manera con la velocidad de los
portadores de carga

k=pV (6.13)

Finalmente, una corriente filamental es tan solo una intensidad (cociente entre carga y
tiempo) con una direccién asociada, que al igual que antes es la del movimiento de las
cargas positivas. Ademads, igual que con las otras corrientes, dada una distribucién lineal de
carga, y una determinada velocidad de los portadores de carga, tenemos que

I=plV| (6.14)

6.2. El principio de conservacion de la carga. Ecuacién
de continuidad

Experimentalmente se ha comprobado que la carga nunca se crea o se destruye. Dado
un sistema aislado, la carga total del mismo permanece siempre constante, por mucho que
se pueda reagrupar. Esta ley experimental, que no se puede demostrar, se conoce como el
principio de conservacion de la carga.

Veamos a lo que nos lleva este principio, considerando una superficie cerrada S que en-
cierra un volumen 7, ambas situadas en presencia de una densidad de carga p, (¥) y una

densidad de corriente J (7). Bajo estas condiciones, la variacién de la carga encerrada en la
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superficie S vendrd dada por

2 / oo (7) o’ (6.15)

Por otro lado, el flujo de carga a través de la superficie S serd

ﬁf(ﬁ) -ds' (6.16)

Ahora pensemos en lo que nos dice el principio de conservacién de la carga. Si la carga no
puede crearse ni destruirse, toda la carga que abandona la superficie S por medio del flujo
a través de la superficie ha tenido que venir del interior de la propia superficie (el volumen
7), lo que quiere decir que el flujo y la variacién de carga en el interior han de compensarse

ﬁf(ﬁ) -ds7+%/Tpv (F/) dv' =0 (6.17)

Como el volumen 7 no varia con el tiempo, podemos introducir la derivada en el interior de
la integral si la cambiamos por una derivada parcial

o\ )
7\ . 7 v I __
ﬁJ(T) ds —i—/T Y dv' =0 (6.18)

Y si ademas utilizamos el teorema de la divergencia en la primera integral

/v.fdv’+/%’?’dv’_/<v-f+8;t“)dv’_o (6.19)

Ahora, esta ecuacién tiene que ser cierta para cualquier volumen, no solo para 7, ya que
elijamos la superficie que elijamos podemos llegar de nuevo a este resultado. De este modo,
la tinica opcién posible es que el integrando sea nulo, lo que nos lleva a la siguiente expresién

T 8pv
. = 2
VT (6.20)

Que se conoce como ecuaciéon de continuidad, y que al ser una consecuencia directa del
principio de conservacién de la carga, tiene que cumplirse siempre.

Ahora, tan solo despejando, llegamos la expresién de la divergencia de J

Ipy
ot
Ahora, siguiendo exactamente el mismo razonamiento que cuando tratamos las componen-
tes normales del campo D en temas anteriores, podemos llegar a que en la superficie de
separacion entre dos medios 1y 2

V-J=-— (6.21)

(J; - J]) = —‘ZS (6.22)

Que indica que si de una superficie sale mas corriente de la que llega, es decir n- (fg - ﬂ) >0

, esto significa que la densidad superficial de carga almacenada en esa superficie tiene que
. (Ops
disminuir <0).

ot

6.2.1. Corrientes estacionarias

Se conoce como corriente estacionaria a aquella que no modifica las densidades de carga

dpy, _ Ops
- -0 6.23
ot ot ( )
Y que por supuesto verifican -
V-J=0 (6.24)

Podemos pensar en una corriente estacionaria como un flujo de carga constante que no
cambia a lo largo del tiempo.
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6.2.2. Corrientes de polarizacion

Como ya discutimos en temas anteriores, cuando a un dieléctrico se le somete a un campo
externo, este experimenta un proceso conocido como polarizacion, en el que las cargas ligadas
se pueden reubicar. Esto por supuesto conlleva a un desplazamiento de cargas, y a una
densidad de corriente de polarizacion, jp que tendré que cumplir la ecuaciéon de continuidad

> Oppy
V.-J Pr —0 6.25
Ahora, como sabemos que pp, = =V - ]3, sustituyendo y manipulando la ecuaciéon anterior
llegamos a
-0 5 oP
.J:f( .p): R, 6.26
Vol =5V Voo (6.26)

Integrando ambos lados de la ecuacién en un volumen 7 dentro del dieléctrico y reorgani-

zando términos, obtenemos
- 9P\
V. Jp—a dv'=0 (6.27)

Ahora, si S es la superficie frontera de 7, podemos utilizar el teorema de la divergencia

-~ 9P S
ﬁ(JpaJ ds' =0 (6.28)

Y como esto es valido para cualquier superficie S, el integrando ha de ser nulo siempre, por
lo que llegamos a

—

- 0P

6.3. Tensor conductividad eléctrica. La ley de Ohm

Como ya sabemos, el campo eléctrico produce el movimiento de cargas, que nosotros
modelamos mediante el vector densidad de corriente, J. Esta relacién causa-efecto nos dice
que tiene que existir algin tipo de conexién entre E y J. El elemento que los relaciona se
denomina tensor conductividad eléctrica, o. La relacién entre los dos vectores en medios
lineales es la siguiente

3
j=1
O, en forma matricial
Ji o11 (F) o12(F) o013 (7) Ey
J2 = 921 (77) g922 (7_’) 023 (f) E2 (631)
J3 031 (7) 032 (7) 033 (7) Es

Si ademsds el medio es isétropo, tendremos que la conductividad es una funcién de la posicién

J=0(f)E (6.32)
Y para medios lineales, homogéneos e isétropos, la conductividad es una constante

J=0E (6.33)

Ahora veremos como, para medios 1.h.i, esta relacién es equivalente a la conocida ley de
Ohm, V' = IR. Para ello, consideremos un fragmento de conductor 1.h.i como el que se
muestra en la figura.
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- Qi ]
- . \ f
— —— i
—_—
-
s
- — —

Figura 6.3: Cilindro conductor de longitud | y superficie S sometido a una diferencia de
potencial A¢ entre sus extremos, que causa el paso de una intensidad I que consideraremos
uniformemente distribuida y perpendicular a la seccién del conductor.

En primer lugar, podemos escribir la diferencia de potencial en funcién del campo eléctri-
co

L . A
|A¢|:/E-dl:E~l:>|E|=¥ (6.34)
Ahora, recordemos que la intensidad que atraviesa el conductor viene dada por
- - T
I=¢ J-ds=J-S=1|J| == (6.35)
g S

Ya que estamos suponiendo que la corriente estd uniformemente distribuida. Ahora, usando
la relacién entre la corriente y el campo eléctrico

J=0E = |J| = o|E| (6.36)

Y sustituyendo los valores de los médulos de ambos campos

5 = [Ad| =T =IR (6.37)

I |Ag| !
] So

Donde a R se la conoce como resistencia del conductor. Es importante darse cuenta de
que no es un parametro caracteristico del mismo, ya que depende de las dimensiones del
conductor (a través de las variables 1 y S). Lo que si que es un pardmetro caracteristico es
la conductividad ¢ o su inversa, a la que se la conoce como resistividad y se la denota como
p

(6.38)

e}
Il
Q|+~

6.4. Condiciones de frontera. Refraccion del campo eléctri-
co

Ya hemos deducido la condicién de frontera para las componentes normales de .J en la
separacion entre dos medios

- - ap

(J2 - Jl) T (6.39)
ot

Que, para corrientes estacionarias, se reducian a la conservacion de las componentes normales

de la densidad de corriente

(L - fl) =0 (6.40)

Ahora, si suponemos que estamos ante medios l.h.i, podemos escribir la ecuacién anterior
como
<02E2 - 0'1E1) -n=0 (641)
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Es decir, las componentes normales del campo eléctrico, en general, no se conservan, sino
que son proporcionales
01

Epo=—FE, (6.42)

02

Ahora, como V x E = 0, las componentes tangenciales del campo eléctrico tienen que
conservarse (esto se demostré en temas anteriores).

Etl - EtQ (643)

De esta manera, lo que tenemos es una refraccién, como se indica en la siguiente figura

Figura 6.4: Refraccién de las lineas de E enla separacion entre dos medios con distintas
conductividades

Los dngulos 61 y 05 se pueden expresar en funcién de las componentes normales y tan-
genciales del campo eléctrico

Ey
tanf; = —— 44
anfy = 5 (6.44)
Et12
tan o = 6.45
anbtsp E,.o ( )

Ahora, usando las relaciones entre componentes normales y tangenciales a las que hemos
llegado

L,
tanf; = — 6.46
anfh = o~ (6.46)
g9 Et
tanfy = = —— 6.47
anbz o2 By (6.47)

Y juntando las dos expresiones, llegamos a la expresion que gobierna la refraccién del campo
eléctrico

tan 92 = 2 tan 91 (648)
01
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6.5. Resistencia y capacidad

En esta secciéon veremos una manera de relacionar estas dos magnitudes, que ya han
aparecido anteriormente. Para ello, consideremos el condensador de la figura

Q

Figura 6.5: Condensador L.h.i de permitividad € y conductividad o, en el que estamos man-
teniendo una diferencia de potencial constante entre sus placas

Vamos a calcular varios parametros de este condensador, y acabaremos llegando a una
relacién entre su resistencia y su capacidad. Empezaremos calculando la diferencia de po-
tencial entre placas, que viene dado por

A¢p = /C E-dF (6.49)

Donde C es un camino cualquiera que va de una placa a la otra. Por otro lado, la carga Q
almacenada en cada placa serd

Q:fpsds=j{eﬁ-d§':ej{ﬁ-d§ (6.50)
S S S

Donde hemos usado la expresion 3.6 para relacionar la densidad de carga con el campo
eléctrico en la superficie de un conductor. Ahora que ya tenemos la carga y la diferencia de
potencial, es sencillo calcular la capacidad

_g_efsﬁ~d§
TR0 JLEar (6.51)

También podemos calcular la intensidad que circula por el conductor

Izy{f-d§:afﬁ-d§’ (6.52)
S S

Y utilizando la ley de Ohm, hallar la resistencia

Ap [ E-dF

R = 6.53
I 0§ E-ds (6.53)

Ahora, si multiplicamos la resistencia y la capacidad, llegamos a
rRe=9_¢ (6.54)

I o
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6.6. Transicion hacia el equilibrio electrostatico

Supongamos que tenemos un volumen conductor en el que existe una densidad de carga
Pv, ¥ que no estd en equilibrio electrostatico. Evidentemente, el sistema evolucionara hasta
alcanzar dicho equilibrio, y su evolucién viene dada por la ecuacién de continuidad.

T apv
-J = - 6.55
\ 5t (6.55)
Si ahora pensamos en medios L.h.i, podemos escribir esta ecuacién como
i 0py
V-E=— 6.56
o i (6.56)
O, en funcién de la densidad de carga
o Ipy
20y = — 6.57
P oy (6.57)
Es sencillo resolver esta ecuacién diferencial y llegar a la dependencia temporal de p,
pv (t) = poe” ™" (6.58)
Donde .
T= o= RC (6.59)

Se llama tiempo de relajacion, y es un parametro caracteristico de cada material.

6.7. Circuitos eléctricos

Para introducir esta seccién, volvamos por un momento al caso de la figura 6.5, y pre-
guntémonos lo que pasaria si dejamos que este sistema evolucione. Claramente, al cabo de
un cierto tiempo se alcanzara el equilibrio electrostético, ya que al fluir carga de una placa
a otra se reduce la diferencia de potencial, y cuando esta llegue a cero, el campo eléctrico
desaparecerd en el interior del condensador. Para mantener esa situacién seria necesaria una
fuente externa de energia que transporte carga de una placa a otra, de modo que en cada
una siempre exista una carga total Q o -Q.

Esta es la idea de un circuito eléctrico. Un conductor a través del cual se puede mover
la carga (y por lo tanto se genera una corriente), gracias a que una fuente externa estd
manteniendo una diferencia de potencial constante entre los extremos del circuito.

—

()
[ — —H\ /

Figura 6.6: Las baterias (region ovalada), mantienen una diferencia de potencial constante

Pensemos por un momento como seran los campos eléctricos tanto en la regién conduc-
tora como en las baterias. Ya hemos visto muchas veces que el campo ird de las cargas
positivas a las negativas, como se ve a continuacién
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—

Figura 6.7: Lineas del campo electrostéatico

Pero esta distribucién de campos presenta un claro problema. Pensemos por un momento
en el trayecto de una carga (que consideraremos positiva por simplicidad) desde el lado
positivo hasta el negativo. Empezara circulando por el cable hasta que llegue a la zona
negativa, pero una vez ahi, no hay manera de que llegue de nuevo a la placa positiva (ya que
tendrfa que ir en contra del campo). Es aqui donde entran las baterfas, que crean un campo
eléctrico que va desde las cargas negativas a las positivas y que es mucho més intenso que
el campo electrostatico en esa region. Es este campo el responsable de mantener constante
la diferencia de potencial entre los extremos del circuito

)

i, N\
.‘—
+ ot

E.I'“'

-

Figura 6.8: Las baterias mantienen el campo Enc, que transporta carga del lado negativo al
positivo y evita que se alcance el equilibrio

Estudiemos por un momento la naturaleza del campo Enc. Para ello, sea I' un camino
cerrado que recorre la regién conductora desde el lado positivo hasta el negativo (a favor
de E) y la region de las baterfas desde el lado negativo hasta el positivo (en contra de E).
Ahora, definimos la fuerza electromotriz, €, como el trabajo realizado por el campo eléctrico
por unidad de carga a lo largo de esta trayectoria cerrada

w1 - .
EE*Z*%F'dF:fEtOt'd’F (660)
q q.Jr r
Ahora podemos escribir esta integral en términos de los campos E y Enc
- + +
5:/ E~df+/ E~dF+/ E,.-dr (6.61)
+ p— —

Que se puede escribir en funcién de la diferencia de potencial entre los extremos del circuito

+ +
5:A¢—A¢+/ Enc-dF:/ Epe - dif (6.62)
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Y hemos llegado a la siguiente conclusién

+
]{ Boot - dif = / Boe - dF (6.63)
r _

Que deberia resultar chocante, ya que esto implica que V X Ewt # 0. Esto se debe a que el
campo generado por las baterfas no es conservativo?. En una trayectoria cerrada, este campo
es el tinico que realiza trabajo sobre las cargas. De aqui en adelante no cosideraremos este
campo no conservativo, ya que trabajaremos siempre en las regiones conductoras, y no en
la zona de las baterias.

6.7.1. Relaciones energéticas. La ley de Joule

Ahora vamos a hacer el balance energético de nuestro circuito. Ya sabemos que la co-
rriente que existe en la region conductora es mantenida por fuentes externas, generalmente
baterias, por lo que estamos en una situaciéon en la que a nuestro cirtuito le estamos bom-
beando energia desde el exterior. Si queremos mantener una corriente constante en el tiempo
(o lo que es lo mismo, que no se acumule energia en el circuito), tendremos que exigir que
toda la energia aportada por las baterias se disipe en forma de calor. De nuevo, vamos a
considerar una porcion diferencial de nuestro circuito

=3 R
_— 7 \ F
— i
—_—
-
s
= I —

Figura 6.9: Seccién diferencial de un conductor 1.h.i

El trabajo realizado por el campo eléctrico sobre una carga q sera
W = —qA¢ (6.64)
Si ahora tomamos la variaciéon temporal de este trabajo

dA¢

dt

W _ i d (6.65)

_ dq
e *%(q&b)f*aM)ﬂz

Ahora, si tenemos en cuenta que las baterias mantienen constante la diferencia de potencial
W = —EAQS =—IA¢ (6.66)
Si ahora pensamos en la energia por unidad de tiempo y volumen
144 I Ad

AAS =T TAS Al (6.67)

Ahora podemos relacionar la densidad de corriente con el cociente entre intensidad y super-
ficie
A¢

w=-JR

(6.68)

2 Aunque ahora esto pueda parecer extrafio, cuando introduzcamos campos magnéticos variables en el
B
tiempo se verd que V X E' = 0 no es el caso general.
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Si ahora hacemos tender a cero el volumen de nuestra regién

w_ _yio _
~J = =JE (6.69)

Donde hemos usado el hecho de que, en la reg1on conductora, el campo eléctrico es conser-
vativo. Ahora, en medios l.h.i, los campos E y J son paralelos, asf que podemos escribir?

w=J-E (6.70)

Y por lo tanto, si llamamos 7 a todo el volumen conductor, la energia total disipada en
forma de calor serd

W= / (7-E) v (6.71)

Vamos a trabajar algo con esta ecuacién para transformarla en una expresién mas conocida.
En primer lugar, para medios 1.h.i, podemos escribir
J2 12

Dividiendo y multiplicando por la longitud 1

- (Slg) g (6.73)

El término entre paréntesis es exactamente la definicién de resistencia a la que llegamos en

apartados anteriores

RI?

Y como Sl es el volumen de nuestra seccién infinitesimal
W = wSl = RI? (6.75)
Finalmente, utilizando la ley de Ohm, esto es equivalente a

(Ag)?

W = 6.76
< (6.76)
Que es la expresién de la ley de Joule. Finalmente, y como expresion necesaria para el

apartado siguiente, veamos una manera alternativa de escribir la potencia disipada

dW  dW dgq
= —= 1 .
w o dq p =¢ (6.77)

6.7.2. Leyes de Kirchhoff
Las leyes de Kirchhoff son dos ecuaciones realmente ttiles para resolver circuitos, y se

las conoce como ley de los nudos y ley de las mallas.

Ley de los nudos: Un nudo es todo aquel punto de un circuito en el que converjan tres
o mas conductores. La ley de Kirchhoff de los nudos establece que la suma total de las
intensidades que entran en un nudo es nula

S L =0 (6.78)

3Esta ecuacién podria no parecer general, pero de nuevo, la demostraremos més rigurosamente mas
adelante
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Para demostrar esto, utilizaremos el hecho de que estamos trabajando con corrientes esta-
cionarias

V-J=0 (6.79)

Veamos ahora un modelo de nudo

Figura 6.10: Ejemplo de un nudo en el que convergen 3 conductores
Si 7 es el volumen contenido en el interior de S, tenemos que
/V-fdv:?{fdé’zo (6.80)
T S

Ahora, segtin la figura, J = 0 excepto en las zonas en las que la superficie S corta a los
conductores. Si ahora tenemos un nudo en el que convergen N conductores, tendremos que

N N
j{f-dé‘:z:/fi-d@:z:h:o (6.81)
5 i=1"5i i=1

Llegando asi a la expresién de la ley de los nudos.

Ley de las mallas: Una malla es cualquier camino cerrado dentro de un circuito. La ley
de Kirchhoff para las mallas es la siguiente

Zé‘i = ZR'L'I'L' (682)

Para demostrarla, sea una malla cualquiera caracterizada por el camino cerrado I'. Consi-
deremos la siguiente integral

7{ E - dF (6.83)
T

A la hora de calcular esta integral tenemos que tener en cuenta que es posible que el camino
~ atraviese regiones donde existe campo no conservativo. Ya hemos visto que esta integral
equivale a la integral del campo no conservativo en las regiones dentro de las baterias

N
7{ E-di=Y"[ Enc i-dF (6.84)
T i=1YYi

Considerando que existen N baterfas en esta malla,y donde los 7; son las partes de I inte-
riores a las baterias. Por otro lado, podemos expandir la integral inicial en varios sumandos

N
E.df:/ ‘ E-d?—s—/ E-dr= /Enw--df (6.85)
]g Regiones Baterias ; i

conductoras
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En primer lugar, si la malla tiene M elementos de resistencias R;, la integral sobre las
regiones conductoras sera

M M M
/Regiones E ndr = Z/E7 ' dﬁ - Z Vi= 211R7 (686)
i=1 i=1 i=1

conductoras

Y la integral en las baterias se puede separar en la integral del campo conservativo y la del
campo no conservativo

N N N N
/ E-dF:Z/ Enc,i~dF+Z/Ei~dﬁ:Z/ Epe,idii +> & (6.87)
Bat i=1"% i=1 i=1 " i=1

Combinando las tres ultimas ecuaciones, llegamos a que

N

M N N
ZIZ-RZ-JFZ/ Epe,i - di+ Zsi:Z/ Epe, i - d7 (6.88)
i=1 i=1 g i=1 v

i=1 i

Y cancelando términos, llegamos a la ley de las mallas

M N
> LRi+Y =0 (6.89)
=1 =1
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Capitulo 7

Magnetostatica en el vacio

En temas anteriores hemos visto que las cargas estaticas generan un campo eléctrico
(formalmente, la densidad volimica de carga es la fuente escalar del campo electrostético).
Ahora, es un hecho experimental que las cargas en movimiento generan un campo con efectos
totalmente distintos al campo electrostético, al que nos referimos como campo magnético y
que denotamos como B.

7.1. Postulados en el espacio libre

Al igual que hicimos con el campo eléctrico, comenzaremos postulando la divergencia y
el rotacional del campo magnético en el vacio

{ V-B=0 (7.1)

V x E = Moj
Donde 19 = 47 - 1077 H/m es la permeabilidad magnética del espacio libre.

Desde un primer momento vemos que este campo es totalmente distinto al campo eléctrico,
no solo en lo que son sus fuentes, sino en la naturaleza de las mismas. Mientras que el campo
eléctrico tiene solo fuentes escalares, y no vectoriales, el campo magnético es completamente
opuesto, ya que tan solo tiene fuentes vectoriales.

Antes de empezar a discutir las ecuaciones que nos permiten obtener el campo magnéti-
co, prestemos atencién por un momento a los postulados, y especialmente al hecho de que
V - B = 0. Esto nos indica que las lineas de campo de B seran siempre cerradas’

7.2. Funciones de potencial del campo magnético

Los postulados de la magnetostatica en el espacio libre nos especifican el valor de la
divergencia y del rotacional de B , por lo que segtn el teorema de Helmholtz seremos capa-
ces de conocer el campo magnético en todo punto. Aplicando las expresiones 1.14 y 1.15,
podemos calcular las siguientes funciones

LR B _, (7.2

T ir

I Existen ciertas configuraciones que dan lugar a campos magnéticos con lineas no cerradas, pero siempre
incluyen geometrias infinitas. En el caso de distribuciones de corriente finitas, las lineas seran siempre
cerradas.

85
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A’(f’)lfTWXé)d@/“O/TW (7.3)

4m |7 — 7| Am |7 — 7]
Y podemos obtener el campo magnético como

B=VxA (7.4)

Donde a la funcién A se la conoce como potencial vector

7.3. La ley de Lorentz

Experimentalmente, se ha comprobado que si una particula cargada con una carga q
se mueve con una velocidad ¢ en una regién donde existe un campo magnético é, esta
experimenta una fuerza dada por

F=qixB (7.5)

Expresién conocida como ley de Lorentz. Si en esa regién existe también un campo eléctrico
Z
E, la fuerza total ejercida sobre la carga q serd

ﬁzq(éwxé) (7.6)

7.3.1. Trabajo realizado por el campo magnético

Supongamos una regién del espacio donde existe un campo magnético B que es atravesa-
da por una carga puntual q moviéndose a con una velocidad ¥ a lo largo de un determinado
camino I'. El trabajo realizado por el campo magnético sera

W, = / F - dF (7.7)
r
Sin embargo, conocemos la expresion de la fuerza, ya que viene dada por la ley de Lorentz

W, = /F (47 x B) - ar (7.8)

Ahora, el vector velocidad v es paralelo a d7 en todo momento. Por otro lado, el producto
x B es perpendicular a v por las propiedades del producto vectorial. De este modo, podemos
afirmar que vU' X B 1 d en todo momento. Ahora, como el producto escalar de dos vectores
perpendiculares es nulo

W =0 (7.9)

Es decir, el campo magnético nunca realiza trabajo. De este modo, sabemos que serd imposi-
ble alterar el médulo de la velocidad de una particula empleando tan solo campos magnéticos
(va que W = AE,, la variacién de energia cinética). Si que es posible, sin embargo, emplear
un campo magnético para alterar la trayectoria de una particula.

7.3.2. Trabajo electromagnético

Ahora vamos a considerar el caso en el que no solo existe un campo magnético, sino que
también tenemos un campo eléctrico. En este caso, el trabajo vendra dado por

W:/Fq(E+77><§)-dF (7.10)

De lo que se deduce
szq(E+z7><§)~dF (7.11)
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Ahora, utilizando que dr = vdt, podemos reescribir esto como
szq(EJrﬁx é) 7t (7.12)

Ahora, siguiendo los mismos argumentos que en el apartado anterior, podemos asegurar que

(5 x B) - ddt =0 (7.13)
Y por lo tanto tendremos .
dW = qF - vdt (7.14)
Podemos reorganizar términos para llegar a
dW . _

Y ahora, recordando que qv = f, tendremos que

=

AW =E-J (7.16)

Y por lo tanto, la potencia total sera
W= / J-E (7.17)

Donde 7 es todo el volumen donde existen las corrientes vy los campos eléctricos?.

7.4. Ley de Biot-Savart

Partamos de la expresién del potencial vector dada por el teorema de Helmholtz

- Jdv'
A =t L (7.18)
47 T |’F— TI|
Podemos obtener el campo magnético aplicando el rotacional
- o J (r_; ) dv’
B="—Vx / —_— 7.19
dr T ‘7?— 7'/| ( )

Ahora, para funciones lo suficientemente bien comportadas, podemos introducir el rotacional
en la integral
L J (7?’ ) dv’
B=— / Vx| —— (7.20)
47T T |7:‘* 7'/|

Ahora, haremos uso de la siguiente identidad vectorial

VX(fé)zvaé+foé (7.21)

Si ahora f = —1—y G= f(r_;) dv, tendremos que

|77

E:Z—;/T |F1ﬁ|V>< (f(ﬁ) dv’) +V x <|F1r7|> xf(ﬁ) dv’ (7.22)

2Esta es de nuevo la expresién de la ley de Joule, pero demostrada mas formalmente

11
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Ahora, como las coordenadas primadas y sin primar son independientes, y nuestro rotacional
actua sobre las coordenadas sin primar, el primer término de la integral es nulo

= Mo 1 NN ,
B=— [V —_— J(r)d 7.23
o f x<|7?_r,|>x (7)o (729)

Es sencillo calcular el rotacional, lo que nos deja con

s omo [ IF=7| SN
B_47T/T <|Fﬁ3)xJ(r)dv (7.24)

Y si ahora definimos el siguiente vector

— -
/

R=i—r (7.25)

Podemos expresar el campo magnético como
5 _ Mo j(ﬁ) x R /
B=— [ —~%f—d 7.26
4 ), R? v (7:26)

Expresién que se conoce como ley de Biot-Savart.

7.4.1. Corrientes superficiales y filamentales

Siguiendo el mismo razonamiento que en el caso de corrientes tridimensionales, se puede
deducir la expresién de la ley de Biot-Savart para corrientes superficiales

) R (7) xR
=t [ 2/ 4

=i ) 72 s (7.27)

Y para corrientes filamentales

L I(ﬁ)dﬁxﬁz
B=12 | o — (7.28)

T

7.5. Ley de Ampere

Vamos a considerar el segundo postulado de la magnetostatica en el vacio
V x B = poJ (7.29)

Ahora, si integramos ambos miembros en una superficie abierta S

/S(VXE) -d§:u0/sf-d§ (7.30)

Ahora, utilizando el teorema del rotacional en el primer miembro

%E-dF:MO/fdé’ (7.31)
c S

Donde C es el contorno donde se apoya la superficie S. Ahora, podemos identificar la integral
del segundo miembro con la intensidad encerrada dentro del contorno C, para llegar a

f B dF = polene (7.32)
C

Expresién conocida como la ley de Ampere, y que es de gran utilidad para calcular campos
magnéticos aprovechando simetrias, como veremos a continuacion.
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7.5.1. Ejemplo: Campo generado por un cilindro

Consideremos la siguiente situacion

X

Figura 7.1: Cilindro infinito de radio R por el que circula una intensidad I. Se indican
también los caminos cerrados I'y y I'y, que seran ttiles mas adelante.

En primer lugar, veamos lo que significa que por el cilindro circule una intensidad I. Si S
es una superficie perpendicular al eje del cilindro, y J la densidad volumétrica de corriente
en el cilindro, tendremos que

I= / J-ds (7.33)
s
Ahora, como J || d3, y J = cte, tendremos que
I =rR*J (7.34)
Y por lo tanto el vector densidad de corriente serd
- I

Ahora vamos a estudiar la forma del campo magnético. Nuestro problema tiene una simetria
cilindrica, ya que trasladarnos en las coordenadas z y ¢ no cambia nuestra visién del cilindro.
De esta manera, podemos deducir que

1B| = |B| () (7.36)

Por otro lado, segun la regla de la mano derecha, el campo magnético llevard direccién ¢, y

por lo tanto .
B=B(p)¢ (7.37)

Campo en el interior del cilindro:
Consideremos un camino cerrado circular I'y, como se indica en la figura, de radio r < R, y
planteemos la ley de Ampere para este camino

7{ B di = pioIene = 1o / J-ds (7.38)
Fl Sl
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Donde S es la superficie delimitada por I'y Ahora, como a lo largo de I'; el médulo del
campo magnético es constante, y ademads este es paralelo a dr, tendremos que

B(r) ]{ dr = 2nrB (r) = po / J-ds (7.39)
Fl Sl
Ahora, podemos evaluar la integral de superficie

I I
2nrB (r) = %[@ ds = %WTQ (7.40)

Y reorganizando términos llegamos a una expresién para el médulo del campo magnético
en el interior del cilindro

wolr
By = 41
t (T) 27TR2 (7 )
Y, en forma vectorial
3 ~ polr
Bint (r) = 5 2 (7.42)

Campo en el exterior del cilindro:
Consideremos ahora el camino I'y, que ahora es de radio r > R, y apliquemos la ley de
Ampere

7{ B - di = piolenc (7.43)
1)

Ahora, I, es simplemente I, ya que el camino I'; encierra a todo el cilindro. Usando ademas
que el campo magnético sobre este camino es constante y paralelo a dr, podemos llegar a

B(r) ¢ dr=2mrB(r)= pol (7.44)
I
Reorganizando términos
pol
Ber, = 5 4
ext (T) Dy (7 5)
Y en forma vectorial s
53 Mol .
By =— 7.46
t (7") o ( )

Y por lo tanto, el campo generado por un cilindro infinito en todo el espacio vendra dado
por

I
;T?RZ@ Sir<R
B— (7.47)
I
g‘%gs Sir>R
T

7.5.2. Ejemplo: Campo generado por un solenoide ideal infinito

Consideremos un hilo conductor por el que circula una intensidad I, enrollado formando
una bobina circular de radio R, indefinida a lo largo del eje z, como se indica en la figura

Figura 7.2: Solenoide infinito por el que circula una intensidad I

La condicién de solenoide ideal viene dada por suponer que las espiras forman un angu-
lo nulo con el plano XY, o lo que es lo mismo, que son todas ellas perpendiculares al eje
OZ. Ademas, llamaremos n a la densidad de espiras del solenoide, el nimero de espiras por
unidad de longitud.
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Vamos a identificar las simetrias de nuestro problema para describir cualitativamente los
campos. En primer lugar, tenemos una simetria cilindrica, ya que desplazarse en las coorde-
nadas z o ¢ no cambia nuestra visién del problema. De esta manera, el campo magnético,
tanto en el interior del solenoide como en el exterior, sera de la forma

B = B(p) (7.48)
Por otro lado, la regla de la mano derecha nos indica que el campo magnético tendra que
ser paralelo al eje z tanto para el campo interno como para el externo. Asi pues
B=B(p)2 (7.49)
Consideremos entonces el camino cerrado I'; que se muestra en la figura, y apliquemos la
ley de Ampere
7{ B-dd = polene (7.50)
I

La intensidad encerrada es sencilla de calcular. Como n son las vueltas por unidad de
longitud, el bobinado atravesara la superficie delimitada por I'y n - a veces, y por lo tanto
la intensidad encerrada sera

Ine = Ina (7.51)

En cuando a la circulacién de B, esta serd nula en los tramos horizontales (ya que B L dF).
De esta manera, tendremos que

7{ B.dr= / Bint - dF + / Bey - dF (7.52)
Iy 0 0

Ahora, en los dos tramos que quedan , p = cte, por lo que los campos también lo serdan. Asi
pues

}{ Bedii = a(Bi + Bo) (7.53)
ry
Y sustituyendo en la ley de Ampére llegamos a

Bint + Bext = poln (754)

Nos falta entonces una relacién adicional entre el campo externo y el interno. Para ello,
consideremos el camino I's, con una altura a igual a la altura de I'y, pero mucho mas largo,
tanto que en el extremo vertical exterior al solenoide el campo B es nulo. Este camino I's
tiene el mismo valor para I.,. que I'1, pero la circulaciéon de Balo largo de este camino
serd

f B dF = aBin (7.55)
>
Y por lo tanto, utilizando la ley de Ampére, llegamos a

Bint = poln (7.56)

Combinando las ecuaciones que resultan de aplicar la ley de Ampére a ambos circuitos,
obtenemos que

Bey: =0 (7.58)
Notese que en ningiin momento especificamos la posiciéon exacta del tramo interior de los
caminos, asi que el resultado general aplicara a todos los puntos interiores del solenoide. Asi
pues, el campo generado por un solenoide ideal infinito serd

= | poInz Sip<R
B_{ 0 Sip>R (7.59)

Como apunte, cabe destacar que este resultado es cierto para solenoides ideales infinitos de
seccién arbitraria, no solo circular?

3referencia
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7.5.3. Ejemplo: Campo generado por un toroide

Vamos a considerar un toroide hueco en el que se enrolla un hilo conductor por el que
circula una intensidad I, como se indica en la figura.

Figura 7.3: Toroide con un hilo conductor enrollado, que tiene un niimero de vueltas N. El
radio medio del toroide es R

Este problema no tiene las mismas propiedades de simetria que los anteriores, por lo que
la expresion general del campo magnético serd, en coordenadas cilindricas

B=B,p+ B,y + B.2 (7.60)

Si que podemos hablar de una cierta simetria, y es que si nos situamos en el plano que
divide horizontalmente al toroide en dos mitades iguales, podemos asegurar que contamos
con simetria en la coordenada ¢, por lo que

B, = B, (p) (7.61)

En este plano central, podemos decir entonces que, para cualquier trayectoria circular ~
]{ B-dF = B, ]{ dr = 2mpB, (7.62)
gl v

Consideremos entonces la vista superior del toroide y los siguientes caminos de integracion

Figura 7.4: Vista superior del toroide y del hilo conductor
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Figura 7.5: Caminos de integracién para la aplicacién de la ley de Ampere.

Caminos I'y y I's:

En estos dos caminos, el argumento es simple, y es que la intensidad encerrada en ambos es
nula. En el caso de I'1, es sencillo ver que no existen corrientes en su interior. Por otro lado,
en I's, cada vez que el hilo conductor atraviesa la superficie interior a este camino en una
direccién (abajo-arriba o arriba-abajo), también lo hard en la otra, y como la intensidad en
el hilo es siempre la misma, la intensidad encerrada es nula. Aplicando la ley de Ampere a
cualquiera de estos dos caminos

]4 B di = piglene = 0 (7.63)

Que en nuestro plano de interés se reduce a

21pB, =0 —> B, =0 (7.64)

Camino I's:
Empecemos hablando de la intensidad encerrada. Como se puede ver en las figuras anteriores,

esta tendra que ser
Tene = NI (7.65)

Ya que en hilo solo atraviesa la superficie limitada por el camino en una direccién (arriba-
abajo o abajo-arriba). La aplicacién de la ley de Ampere nos lleva a que

f B.di = pugNI (7.66)
s
Que, en nuestro plano de interés se reduce a

IN
91 Bop = poI N = By = 12

" (7.67)

Ahora, para toroides lo suficientemente estrechos, podemos aproximar que p =~ R en todo
punto interior del cilindro. Ademds, si asumimos que la dependencia en z es débil (algo
factible si pensamos en un toroide estrecho, tendremos que

_ poIN
Y 2R

(7.68)
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Componentes en z y p:

La simetria del problema no nos permite calcular comodamente estas componentes utilizando
la ley de Ampére, ya que no es posible encontrar lazos amperianos adecuados. Sin embargo,
si que haremos un comentario. Consideremos un corte del toroide como se muestra en la
figura

Figura 7.6: Corte del toroide y camino de integracion I'y. El camino se ha elegido de manera
que el hilo conductor atraviesa la superficie contenida en el mismo una sola vez.

Apliquemos la ley de Ampere a este tltimo camino de integracién
j{ B - di = polonc = pol (7.69)
Iy
Ahora, en este camino, dr” L ¢, por lo que tendremos que

f (B.dz + B,dp) = pol (7.70)
Ty

Donde hemos sustituido B por la expresion 7.60 y hemos realizado los productos escalares
adecuados. Si ahora comparamos esta integral con 7.66, vemos que mientras la integral para
B, es proporcional a IN, esta integral es proporcional a I, por lo que podemos decir que

B

B. ~ £ (7.71)
B

B, ~ 7]\;0 (7.72)

Es decir, que a mayor nimero de vueltas, las componentes del campo con direccién no
angular se vuelven despreciables.

7.6. Ley de fuerzas de Ampere

Para una carga infinitesimal dq que se mueve con velocidad V en presencia de un campo
magnético B, la fuerza que experimenta vendra dada por la ley de Lorentz

dF = dg (17 X B) (7.73)
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Ahora vamos a pensar en un conductor filamental, y veamos adonde nos lleva. En primer
lugar, podemos hacer la sustitucién dg = p;dl

dF = (V x E) pudl (7.74)

Si ahora queremos encontrar la fuerza total sobre el conductor, no habréd méas que integrar
esta expresion a lo largo de todo el conductor. A esta trayectoria la llamaremos C. De esta
manera

F= /c P (17 x é) dl (7.75)

Ahora vamos a querer relacionar la densidad lineal de carga con la intensidad que circula
por nuestro conductor filamental. Para ello, consideremos la siguiente figura

P ““x,“_& ‘;:: iy
-

Figura 7.7: Modelo de conductor filamental

En un segmento de cable de longitud V At estda almacenada una carga Ag, que vendra
dada por

Aq = p VAL (7.76)
Reorganizando términos llegamos a
Aq
— =pV 7.77
At P (7.77)
Y llevando la situacién al limite cuando ¢ — 0
dq
—=1=pV 7.78
o pL (7.78)
Que en forma vectorial es . .
I=pV (7.79)

Ahora, volviendo a la expresion de la fuerza, podemos utilizar esta igualdad para escribirla
como funcién de la intensidad

F= / (f x é) dl (7.80)
c
Ahora, como I I di, podemos expresar la fuerza como
F= / I (dfx é) (7.81)
c
Y si suponemos que la intensidad que circula por nuestro conductor es constante

F=1 /c (df x E) (7.82)

Y concretamente, para un circuito cerrado tendremos

F=1 féc (df x é) (7.83)
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Pensemos ahora en dos circuitos cerrados, caracterizados por los caminos C; y Co, y por

los que circulan intensidades constantes I; e I5. Por supuesto, cada uno de estos circuitos
b

generard un campo magnético, a los que nos referiremos como By y Bs.

)

i [

2NN '
[ )

Figura 7.8: Esquema de dos circuitos arbitrarios

e

Si ahora nos preguntamos por la fuerza que el circuito 2 ejerce sobre el circuito 1, esta
vendra dada por

Fo =1, ji 1 (dfl x ég) (7.84)

Por otro lado, el campo .§2 vendra dado por la ley de Biot-Savart

- L [ diyxR
B, = Hol2 f 2 ><2 21 (7.85)
47T Cs R21
Juntando estas dos ecuaciones
. LI - diy x R
Fry = Ho0 D2 Q]f di, xj{ T2 X (7.86)
47T Cy Co
Y como dfl es independiente de Cy, podemos reorganizar las integrales
. MOIII2 dl_i X (dl; X RQl)
Fig = ——= 5 (7.87)
4m C1 JCo R3,

Y por supuesto, si queremos la fuerza que el circuito 1 ejerce sobre el circuito 2, no habra
maés que intercambiar todos los indices

. I, I dlg X dll X ng
F21 _ /J‘O 142 f % R2 ) (788)
Cy JCy 12

Estas dos tltimas ecuaciones son lo que se conoce como la ley de fuerzas de Ampere.
Ahora vamos a manipular la siguiente expresién

di; x (df2 x Rgl) (7.89)
Utilizando que Rgl = —R127 podemos escribir

di} x (dz} x R21) = di} % (dl} x 71%12) = di} x (Ru X dl}) (7.90)
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Ahora, usando que A x (E X C_"> =-Cx (/T X E) llegamos a

dly x (df2 x Rm) = —dly x (dl} x ng) (7.91)
Y por lo tanto podemos asegurar que
Fio = —Fy (7.92)

Que no es mas que la expresion de la tercera ley de Newton

7.7. Particulas en campos magnéticos uniformes

Consideremos una region del espacio en la que existe un campo magnético uniforme B,
y en la que se encuentra una particula de carga q que se mueve con una velocidad ¥. Segin
la ley de Lorentz, la fuerza que experimentard la particula vendra dada por

F=qixB (7.93)
Ahora, vamos a descomponer el vector velocidad en dos componentes

T =) + 7L (7.94)
Que satisfacen las siguientes propiedades

b || B (7.95)

7. LB (7.96)

Sustituyendo en la ley de Lorentz, tenemos que

—

qu(ﬁu—l—f}l)XEZqUHXE—I-qﬁJ_Xé (7.97)
Y como el producto vectorial de dos vectores paralelos es nulo
F=qv. xB (7.98)

Encontramos entonces que la fuerza magnética solo le afecta a la componente de la velocidad
perpendicular al campo, mientras que la otra permanece inalterada. En cuanto al sentido
de la fuerza, esta es perpendicular tanto a ¥, como a B (v por lo tanto es perpendicular a
) también). En la siguiente figura se puede ver el movimiento de la particula en los planos
perpendiculares a
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B

Figura 7.9: Usando la regla de la mano derecha, es sencillo comprobar que la fuerza de
Lorentz induce un movimiento circular en los planos perpendiculares a

Analicemos algo este movimiento. En primer lugar, el médulo de la fuerza de Lorentz
vendra dado por

F = |q|Bvy (7.99)

Ya que 7, L B. Ademsés, esta fuerza serd igual a la fuerza centripeta

2
gl Bo, = - (7.100)

De donde es sencillo deducir el radio de la trayectoria

muv_
R= 7.101
lg| B ( )

Otros parametros interesantes de esta trayectoria son la frecuencia angular

(N \Q|B
= == 7.102
w=o = (7.102)

Y la frecuencia lineal, también conocida como frecuencia de ciclotrén

w q|B
j_e _ld

2r  21m

(7.103)

Finalmente, el movimiento total de la particula serd la superposicién del movimiento con
velocidad constante en la direccién de @) y de los movimientos circulares en los planos
perpendiculares a esta direccién. El resultado es que la particula se mueve en una trayectoria
helicoidal, como se muestra en la figura.
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Figura 7.10: Movimiento helicoidal de la particula

99
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Capitulo 8

Magnetostatica en medios
materiales

Hasta el momento hemos tratado con el campo magnético en el vacio. En este tema
estudiaremos su interaccién con los medios materiales, pero antes debemos introducir el
concepto de momento dipolar magnético.

8.1. Expansion multipolar del potencial vector
Vamos a empezar este tema realizando un desarrollo similar al que hicimos con el po-

tencial escalar eléctrico. Consideremos una corriente filamental cerrada cualquiera, y pre-
guntémonos por el potencial vector en puntos alejados

dr’ = u"l’

Figura 8.1: Circuito cerrado por el que circula una intensidad constante I. Llamaremos C a
la trayectoria cerrada descrita por el circuito

El potencial vector generado por esta distribucién sera

P Idr'
A:ﬁ: R (8.1)

Ahora, podemos realizar la misma expansién para R~! que hicimos para el potencial escalar

101
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(expresién 2.65) para escribir el potencial vector en funcién de los polinomios de Legendre

i Hof
Z Tn+1 (cos @) dr! (8.2)
n=
Expresién conocida como expansion multipolar del potencial vector, y que tiene la misma
utilidad que la expansién para el potencial escalar eléctrico.

Si desarrollamos el primer término (llamado término monopolar), este serd

. 71 .
Amono = Fo 7% dr’' =0 (83)
dm r Jo

Algo totalmente 16gico, ya que el hecho de que V - B = 0 nos dice que no existen monopolos
magnéticos (que serfan el equivalente a una carga puntual magnética). Ya que es nulo, el
término monopolar es poco interesante, asi que calcularemos el término dipolar

B I LT L
Agip = 4::2 fcr’ cos'dr’ = 47'5?2 fcr-r’dr’ (8.4)

Ahora, utlizaremos la siguiente igualdad

ff-ﬁdﬁ:—fx/d? (8.5)
(& S

Donde S es la superficie encerrada por el contorno C. Podemos entonces expresar el término
dipolar como

Adw (8.6)

Donde m es el vector momento dipolar magnético, y viene dado por

mz/ld;’:I/dQ’ (8.7)
S S

Es decir, es un vector perpendicular al plano en el que estd contenido el circuito C, y
cuyo médulo depende de la intensidad que circula por el circuito y del drea encerrada por
el mismo. A partir de la expresiéon 8.6, podemos deducir el campo creado por un dipolo
magnético

Ho

édip =V x /Tdip = ?:; (2 cos 07 + sin 9@) (8.8)

Cabe destacar las grandes similitudes entre el campo y el potencial vector generados por un
dipolo magnético y las expresiones 2.55 y 2.56, referidas a los dipolos eléctricos.

8.1.1. Interaccién campo-dipolo

Vamos a considerar una espira rectangular de lados a y b por la que circula una intensidad
I, que esta situada en una regién del espacio en la que existe un campo magnético uniforme
B, como se puede ver en la figura
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Figura 8.2: Esquema de la situacién. Se indica también el momento dipolar magnético de la
espira, m, asi como la posible inclinacién de la espira con respecto al eje z. A la espira solo
se le permite rotar de la manera indicada.

En primer lugar, es sencillo obtener el médulo del momento dipolar magnético de la
espira, ya que serd la intensidad por el area de la espira
|| = Lab (8.9)

Si ahora nos preguntamos por la fuerza que experimenta cada uno de los lados del rectangulo,
es sencillo ver que todas ellas van en el sentido que se indica en la figura (hacia fuera del
rectangulo). En cuando a su magnitud, esta vendra dada por la ley de Lorentz

dF = Idl x B (8.10)
Y por lo tanto, la fuerza sobre cada uno de los lados sera
F,= / IBsinfdl = IaBsinf (8.11)
0
b
Fy, = / IBdl = IbB (8.12)
0

Es sencillo ver que la fuerza total sobre el rectangulo es nula, ya que la fuerza sobre uno de
los lados es compensada por la fuerza sobre el lado opuesto. Sin embargo, si que existe un
par de fuerzas T. Para calcular uno de ellos, consideremos las fuerzas en los sentidos ¢ y
—17, es decir, las fuerzas sobre los lados de longitud b.

—

T=2 (F x ﬁ) — 2rFsing = IabBsin 02 (8.13)

Donde el factor dos estd teniendo en cuenta la contribucién de la fuerza que actia sobre
cada uno de los lados. Este par de fuerzas se puede escribir de forma mucho més concisa en
funcién del momento dipolar magnético

T=mxB (8.14)

Ahora vamos a ver como evoluciona este sistema con el paso del tiempo. De las ecuaciones
de la dindmica de rotacién tenemos que

> M, =1& (8.15)
i

Donde los M; son los distintos momentos actuando sobre el sistema, & es el vector aceleracién
angular e I es el momento de inercia del objeto respecto al eje de rotacién. Aplicando esta
ecuacién a nuestro sistema tenemos que

mx B =1Iad (8.16)
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Ahora vamos a ponerlo todo en funcién de la coordenada generalizada 6. Es sencillo obtener
el primer miembro en funcién de este angulo

mBsin0z = Ia (8.17)

Ahora, para determinar el valor de & en funcién del dngulo, es quizd méas cémodo utilizar
el angulo complementario a 6, al que llamaremos . La relacién entre ellos serd

p="—0 (8.18)
2
De donde se desprende que
d%p d*0
2 r__Z- 8.19
dt? dt? ( )

Ahora, para giros donde la velocidad angular sea positiva (& || &), la coordenada ¢ aumen-
tard, por lo que tendremos

dip
= 8.20
W= (8.20)
Y por lo tanto, la aceleracién angular sera
d%p d?o
— - 8.21
T ar T ae (8.21)
Y finalmente, la ecuacién diferencial del movimiento, en términos del angulo 6 sera
d?o
Iﬁ = —mBsinf (8.22)

En general esta ecuacion diferencial es complicada de resolver, pero si consideramos pequenas
oscilaciones alrededor de # = 0, podremos aproximar sinf = 6 para obtener la siguiente
ecuacion diferencial
I@ — B 8.23
dt2 =—-m ( . )

L . ‘s . o _mDB . )
Que es la ecuacién de un oscilador arménico con frecuencia wg = - La solucién sera

0 (t) = Asin (wot + d) (8.24)
Donde A y § son constantes fijadas por las condiciones iniciales.

Hemos encontrado entonces que al someter un dipolo magnético a un campo B externo,
inducimos en este oscilaciones respecto a una posicién de equilibrio®, en la que el cam-
po externo y el momento dipolar magnético estan alineados. El hecho de que los dipolos
magnéticos intenten alinear sus vectores momento dipolar con el campo externo sera de gran
importancia a continuacién, cuando hablemos de la interaccién del campo magnético con la
materia.

8.2. Medios magnéticos

Es conocido que la materia estd compuesta por atomos, que segtin el modelo clasico estan
compuestos por un nicleo positivo y electrones orbitado a su alrededor. De esta manera,
podemos pensar en el movimiento de los electrones alrededor del nticleo como una corriente
filamental en un circuito cerrado, que como hemos visto lleva asociado un momento dipolar
magnético .

1Para el caso en el que no podamos aproximar sin @ = 6, se siguen dando oscilaciones, algo sencillo de
deducir aunque no podamos obtener la funcién 6 ().
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Pensemos en un material magnético, compuesto por una gran cantidad de atomos que
presentan cada uno un momento dipolar magnético. En ausencia de campos externos, la
mayoria de los materiales tendran los momentos de sus atomos orientados en direcciones
arbitrarias, por lo que las contribuciones de cada dtomo se cancelan y no se aprecian efec-
tos macroscépicos. Sin embargo, al aplicar un campo B externo, los momentos tenderan
a alinearse con este, y por lo tanto se reforzaran entre si hasta que se aprecie un efecto
macroscopico. Tal y como hicimos con el vector polarizacion, es posible asociar un vector a
este efecto macroscépico, al que llamamos vector magnetizacion, M

ZnAv mk
M= lim =k=0"F (8.25)
Av—0 Av
Donde n es el nimero de dtomos por unidad de volumen en nuestro material. Segin esta

definicién, se puede ver que la magnetizacion es distinta de cero cuando los distintos my
presentes en un volumen se refuerzan entre si (estdn alineados).

Como apunte, es necesario destacar que, aunque como idea intuitiva es suficiente, la justifi-
cacién que hemos dado para la magnetizacién de los materiales no es del todo consistente con
la teoria cldsica, ya que hay ciertos efectos que es imposible explicar sin utilizar conceptos
de la mecdnica cuantica, como los momentos de spin.

8.2.1. Corrientes de magnetizacién

Vamos a seguir el razonamiento de que podemos modelar la materia como un conjunto
de dipolos magnéticos, y vamos a calcular el potencial vector que genera una distribucién
arbitraria de materia. De la expresion 8.6 se desprende que

dA = @M (8.26)

dm P — )3

Para hallar el potencial vector generado por una porcién de materia que ocupa un volumen
7, no habrd mas que integrar esta expresién

£ %/T dit (F/) xﬁF—ﬁ) .

Ahora, de la ecuacién 8.25 se deduce que
dift (ﬁ) =M (F/) v’ (8.28)

Que nos lleva a

A = @/ i (F’) - EF_ F/> ' (8.29)

Ahora, utilizando que

(8.30)

F—r ) |7

Podemos expresar el potencial vector como

T Mo [ / 1 /
A(F)f47T/TM(r)><V — v (8.31)
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Utilizando la siguiente identidad vectorial

V x (u@) = (Vu) xC+u (V X (j) (8.32)
Es sencillo deducir que
B vidi (7Y [ (7)
M (w) X V | = RNIVANES v - (8.33)
=) =7 =7
Y el potencial vector toma la siguente forma
g Ho V' x M (ﬁ) ) ’ M (ﬁ) ’
Ar:—/—_,dv——/VX ——= | dv 8.34
(_) A - |,F»_ ,,,/| 4 - |,,—.‘_7,/| ( )

Ahora usaremos un resultado conocido. Si V es un volumen arbitrario limitado por una
superficie cerrada S, y C' es un campo vectorial, se cumple que

/Vxédv:—%éxﬁds (8.35)
Vv S

Donde 7 es un vector unitario perpendicular a la superficie S y orientado hacia el exterior
de la misma. Asi pues, podemos escribir el potencial vector como la suma de una integral
de volumen y otra de superficie

. 1o vV x M (77’) 1o M (ﬁ) X 7
ar o) in Js 77|

Ahora, si comparamos esta expresion con la dada por el teorema de Helmholtz, vemos que
es equivalente al potencial vector generado por una corriente volimica J,,, y una superficial
K,,, tales que

IJn=V xM (8.37)
Kn=Mxn (8.38)
A estas corrientes se las conoce como corrientes de magnetizacién, y son las andlogas a las
densidades de carga de polarizacién para los materiales dieléctricos. Para pensar en ellas de
una manera algo mas intuitivo, veamos las siguientes figuras.

Figura 8.3: Idea intuitiva de la densidad de corriente de magnetizacién T
. Las corrientes circulares representan atomos. Se puede ver que existen zonas en las que
unas corrientes gompensan.°tras, dando un resultado nulo. Pero en zonas donde el material
estd menos magnetizado (centro) hay menos d4tomos con momentos alineados, y las
microcorrientes totales dejan de anularse entre ellas, dando lugar a una corriente de
magnetizacién macroscépica.
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RO OO00

Figura 8.4: Idea intuitiva de las corrientes superficiales de magnetizacion. En la frontera del
material, las microcorrientes dejan de anularse entre ellas y dan lugar a la K, macroscépica.

—

8.2.2. La intensidad de campo magnético H

Al igual que ocurri6 con el caso del campo eléctrico, el hecho de que existan las corrientes
de magnetizacién hace que tengamos que modificar la ecuacién del rotacional de B, ya que
este tendra contribuciones tanto de las corrientes libres como de las corrientes de imanacién

V x E = Uoj: Ho (jl'ibre + jm) (839)

Podemos expresar la corriente de imanacion en funcién de la magnetizacion

V x g = Mo (jgibre + V x M) (840)
De donde se deduce que
B - -
V x ( — M) = Jiibre (841)
Ho

- M (8.42)

De tal manera que su rotacional solo depende de las corrientes libres, al igual que la di-
vergencia de D tan solo dependia de las distribuciones de carga libre. Sin embargo, y de
manera similar a como V x D # 0, la divergencia de H también serd no nula en general

—

V-H= ~V-M=-V-M#0 (8.43)

Ho

Descubrimos entonces que el campo H si que puede tener fuentes escalares, dadas por
—V-M.En ocasiones, a esta funcién se la conoce como densidad de monopolos magnéticos,
aunque puede causar confusién. De aqui en adelante, siempre que hablemos de monopolos
magnéticos nos estaremos refiriendo a las fuentes escalares de H (que es un campo ficticio
que no se corresponde con algo fisico) y no a una ”carga magnética’, que nunca se ha
observado en la naturaleza.

8.2.3. El tensor susceptibilidad magnética

Para medios lineales, existe una relacién entre el campo H y la magnetizacién, dada por

M = xpm () H (8.44)
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Donde a x;,, (7) se le llama tensor susceptibilidad magnética, y se puede representar mediante
una matriz 3 X 3. En esta representacion, la ecuacién anterior toma la siguiente forma

. Xm11 (7)) Xm12 (F)  Xm13 (7) H,y
M= Xm21 (") Xm22 () Xmas (7) Hy (8.45)
Xm31 (T) Xma2 () Xms3s (7) Hj

Es decir, que las distintas componentes de la magnetizaciéon vendran dadas por
3
M; =" Xmi;jH; (8.46)
j=1

Para medios lineales e isétropos, el tensor adquiere una forma diagonal con tres autovalores
iguales, de manera que la relacion entre M y H serd

M = x,n (F) H (8.47)

Donde ahora y., () es una funcién escalar. Finalmente, si ademds el medio es homogéneo,
Xm () = cte, y la relacién serd

M = xmH (8.48)
Si ahora sustituimos esta expresion en 8.42, tendremos que
B = o (M + ﬁ) = o (14 xm) H (8.49)
Ahora definimos la permeabilidad relativa del medio, p, como
tr =1+ Xm (8.50)
De modo que . . .
B = poprH = pH (8.51)

Donde 1 = popr es la permeabilidad absoluta del medio.

8.2.4. Potencial escalar magnético

Consideremos la divergencia y el rotacional de H

{ V-H=-V-M

=V (8.52)
V x H = Jiipre

Consideremos el caso en el que no existen corrientes libres. En tal situacién, el campo H
verificard que
V-H=-V-M
{ VxH=0
Al ser un campo irrotacional, podemos asegurar que, segun el teorema de Helmholtz, tendra
que provenir del gradiente de una funcién escalar

H=-Vo¢p, (8.54)

(8.53)

Donde a la funcién ¢, se la conoce como potencial escalar magnético. De esta manera,
podemos tomar la divergencia de H y ponerla en funcién de este potencial escalar magnético.

V-H=-V-(Vén) = V¢n (8.55)
Y llegamos a que el potencial escalar magnético tiene que verificar la ecuacién de Laplace
V20 = pm (8.56)

Donde p,, = V- M es la densidad de polos magnéticos. Asi pues, si sabemos que no existen
cargas libres en nuestro sistema, podemos determinar el campo H sin mas que conocer la
densidad de polos magnéticos.
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8.3. Clasificacién de los materiales magnéticos

Vamos a clasificar los medios 1.h.i en funcién de su comportamiento en presencia de un
campo magnético. Para ello, pensemos en el siguiente dispositivo experimental

Figura 8.5: Si hacemos circular una intensidad I por el devanado se formard un campo
magnético aproximadamente homogéneo en el interior del solenoide, cuyo valor dependera
del material del que esté hecho el ntcleo del mismo.

Si llamamos By a la intensidad del campo magnético en el interior del solenoide cuando
su nucleo es el vacio. Si B es el médulo del campo magnético al introducir un cierto material,
en funcién de lo que ocurra el material serd

B
Diamagnético— — < 1
By

B
Paramagnético— — >1
By

(e B
Ferromagnético — B >>1
0

Ahora bien, en ambas situaciones (nidcleo vacio y ntcleo arbitrario), la distribucién de
corrientes libres es la misma, por lo que el campo H sera el mismo en ambos casos. Por lo

tanto B I
oA _ K, (8.57)
By  woH o

Y por lo tanto podemos clasificar los materiales 1.h.i en funcién de su permeabilidad relativa

Diamagnético = p, <1 = xm <0
Paramagnético = p, > 1= xmm >0

Ferromagnético = pt, >> 1= x;p, >>0

A partir de datos experimentales, se pueden obtener diversas representaciones de M frente
a H, como se puede ver en la siguiente figura.
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T T .
Diamagnético Paramagnéiico Ferromagndtico

M

——gy

Figura 8.6: Relacion entre la magnetizacion y la intensidad de campo magnético. Como
se puede ver, para materiales diamagnéticos y paramagnéticos, la relacién es lineal (),
mientras que para los materiales ferromagnéticos, la relacién es mas compleja.

En cuanto al comportamiento de estos materiales en presencia de campos magnéticos, los
materiales diamagnéticos se ven repelidos por estos campos, ya que el campo magnético tiene
baja tendencia e introducirse en ellos (i, < 1). Por otro lado, los materiales paramagnéticos
y ferromagnéticos se ven atraidos por los campos magnéticos.

8.3.1. Dominios magnéticos. Ciclo de histéresis

Vamos a tratar de explicar el comportamiento de los materiales ferromagnéticos, y para
ello necesitamos introducir la nocién de dominio magnético. Imaginemos que nuestro mate-
rial ferromagnético esta dividido en celdas de tamano variable, cada una de ellas totalmente
magnetizada

Figura 8.7: Modelo de dominios. En cada una de las regiones, todos los atomos tienen sus
momentos magnéticos apuntando en la misma direccién.

La existencia de los dominios magnéticos estd verificada experimentalmente. Cada uno
de ellos tiene dimensiones variables, que van desde las micras a los milimetros. Cuando el
material no estd magnetizado, lo que ocurre es que los dominios estdn colocados al azar,
de manera que los momentos se compensan y la magnetizaciéon neta es nula. Sin embargo,
al aplicar un campo H externo, las paredes de los dominios se mueven, de manera que los
dominios con momento magnético alineado con el campo externo crecen, mientras que el
resto disminuye su volumen, de manera que las contribuciones de los momentos alineados
con el campo se vuelven significativas, generando una magnetizacién a nivel macroscépico
y aumentando el valor de B en el interior del material.

Para valores relativamente pequenos del campo aplicado, este proceso de reestructuracion
de los dominios es reversible, y la relacién entre el campo aplicado y el campo en el interior
del material es aproximadamente lineal. Sin embargo, a partir de ciertos valores del cam-
po aplicado, el proceso deja de ser reversible, y si se reduce este campo externo, el campo
interno recorre una curva diferente, efecto conocido como histéresis
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Figura 8.8: Representacion grafica de dos posibles ciclos de histéresis. En el eje horizontal
se representa el campo aplicado, y en el vertical el campo en el interior del material.

En la figura se representa la evolucion de un material ferromagnético ante un campo
externo. Comenzando en el origen (cuando no existe campo magnético aplicado y el campo
en el interior del material es nulo), se empieza a aplicar un campo H externo, y el material
responde alineando sus dominios magnéticos de manera reversible, hasta que se llega al pun-
to P;. A partir de ahi, el movimiento de las paredes de los dominios deja de ser reversible.
Si se contintia aumentando el valor del campo aplicado, se llegard a un punto (P;) en el
que por mucho que se aumente el campo externo, la respuesta del material es siempre la
misma. A este valor limite del campo B en el interior del material se lo conoce como campo
de saturacion.

Si Ahora comenzamos a disminuir la intensidad del campo aplicado, el campo en el in-
terior ird disminuyendo, pero no por la misma curva, ya que aunque apaguemos el campo
externo, el campo magnético en el interior del material no se anulard, sino que adoptara un
valor B, llamado campo remanente. Si se quiere eliminar por completo el campo B en el
material, serd necesario aplicar un campo externo con sentido opuesto al que se usé en un
primer momento (que en la grifica se representa haciendo que H < 0). Al valor del campo
externo necesario para que B = 0 en el material, H,, se le llama campo coercitivo.

Los imanes permanentes se deben precisamente a la existencia del campo remanente, ya
que una vez magnetizados (aplicando un campo externo), presentan un cardcter magnético
aun cuando este campo externo se ha apagado.

8.3.2. Materiales ferromagnéticos duros y blandos

Segun su uso en la industria, los materiales ferromagnéticos se clasifican en materiales
duros y materiales blandos.

Los materiales ferromagnéticos blandos se usan en generadores y transformadores, y son
sometidos a campos externos variables de forma continuada. Por este motivo, se busca que
tengan una respuesta fuerte a campos externos lo mas débiles posible (puesto que asi es més
sencillo generarlos). Por lo tanto, los ciclos de histéresis de los materiales blandos tendran
una curva muy alta, con un valor elevado del campo remanente. Ademads, y como veremos
mas adelante, el area encerrada en la curva de histéresis se relaciona con la energia nece-
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saria para realizar un ciclo completo, por lo que los ciclos de estos materiales deberan ser
estrechos, con un valor pequeno del campo coercitivo.

Por otro lado, los materiales ferromagnéticos duros son los buenos imanes permanentes,

y por lo tanto tienen curvas de histéresis muy anchas, con unos valores de campo coercitivo
muy elevados, lo cual garantiza que desmagnetizar el material sea muy complicado.

- - Material duro

= Matenal blando

Figura 8.9: Ciclos de histéresis de dos tipos de material ferromagnético. Se puede apreciar
la diferencia entre sus campos coercitivos.

8.4. Condiciones de contorno en la separacion entre me-
dios

8.4.1. Medios l.h.i

En estos medios, se cumplen las siguientes expresiones

V-B=0
VxH=J (8.58)
pH = B

Como ya sabemos, la divergencia de un campo se puede relacionar con sus componentes

normales en la separacién entre dos medios. Siguiendo el mismo razonamiento que hicimos
en el tema 3, es sencillo demostrar que

- (§2 - B}) ~0 (8.59)

Es decir, que las componentes normales de B se conservan en la separacién entre medios.
Si ahora introducimos la relacién entre B y H, llegamos a

o (patly = fy) =0 (8.60)

Por otra parte, el rotacional se relaciona con las componentes tangenciales. De nuevo, utili-
zando el mismo razonamiento que en el tema 3, llegamos a

i x (H; - ﬁl) - K (8.61)
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Donde K es la densidad superficial de corriente libre en la superficie de separacion. Final-
mente, para el campo B, tendremos que

% <32 - Bl) =K (8.62)

H2 M1

8.4.2. Medios de imanacién arbitraria

Si queremos expresar los campos B y H en funcion de la imanacién, tendremos que

EZMO(E[-F]\ZT)

V-H=-V-M (8.63)

La ecuacién para la divergencia de B no ha cambiado (ya que siguen sin existir los monopolos
magnéticos), por lo que de nuevo obtendremos la conservacién de las componentes normales
de este campo

- (ég - él) =0 (8.64)

Para las componentes normales de H, podemos obtener una expresiéon en funcién de la
magnetizacion

P (ﬁz - ﬁl) -7 (z% - 1\21) (8.65)

Como la ecuacion para el rotacional de H no ha cambiado, se obtiene la misma ecuacién
para sus componentes tangenciales

—

A x (Hz - ﬁl) e (8.66)

Pero al no contar con la relacién constitutiva (E = ,uﬁ ), para hallar la expresién para las

componentes de B hay que usar de nuevo calculos como los del tema 3, llegando a que
n X (ég — §1> = Mo (I_{’ +n x (MQ — M1>) (867)

Que, en funcién de las corrientes de magnetizacién?

A x (§2 - B’l) = o (K’ n I?m) (8.68)

8.5. Circuitos magnéticos

Al igual que cuando estudiamos el campo eléctrico, era posible utilizar conductores para
transportar portadores de carga y realizar trabajo, se pueden crear circuitos a partir de
materiales magnéticos, donde lo que circula es un campo magnético. Por otro lado, donde

2Esto es sencillo de deducir sabiendo que V x M = fm, y aplicando las condiciones de frontera para
este campo.
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en un circuito eléctrico tendriamos una bateria manteniendo una cierta diferencia de poten-
cial a través de una fuerza electromotriz, en un circuito magnético tendremos una fuerza
magnetomotriz, generada por espiras arrolladas alrededor del material magnético del que
estd compuesto el circuito, formando un solenoide que generard un campo magnético en su
interior.

A modo de ejemplo, consideremos el circuito magnético més simple

Figura 8.10: Circuito magnético circular. A lo largo de las espiras circula una corriente I,
que generard un campo magnético en el interior del circuito.

Un parametro importante cuando habldbamos de circuitos eléctricos era la resistencia,
que segun la ley de Ohm es el cociente entre la fuerza electromotriz y la intensidad. Pues
bien, en los circuitos magnéticos definimos una magnitud similar, la reluctancia, el cociente
entre la fuerza magnetomotriz y el flujo magnético

R = M (8.69)

JsB-ds
Calculemos, a modo de ejemplo, la reluctancia del circuito magnético de la figura. Para ello,
tendremos en cuenta una serie de aproximaciones. La primera de ellas es que la permeabi-
lidad magnética, u del material del que estd hecho el circuito (que presupondremos lineal,
homogéneo e isétropo) es mucho mayor que la del vacio, de modo que el campo magnético
estd confinado en su interior. Ademads, consideraremos que el campo magnético es siempre
de mdédulo constante y perpendicular a la seccién del circuito. Bajo estas restricciones, la
reluctancia es muy sencilla de calcular

_ § Hdr HL L
R = This ~ 55~ us (8.70)

Donde L y S son la longitud y la seccién del circuito, respectivamente.

8.5.1. Leyes de Kirchhoff para circuitos magnéticos

Para los circuitos eléctricos, las leyes de Kirchhoff tomaban la siguiente forma

> V- > RI=0 (8.71)

Malla Malla
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> I=0 (8.72)

Nudo

Se puede demostrar que, en el caso de los circuitos magnéticos, las leyes que se cumplen
tienen la misma forma, pero con las magnitudes correspondientes a los circuitos magnéticos

S NI- > Ré=0 (8.73)

Malla Malla

Y o=0 (8.74)

Nudo

Donde NI es la fuerza magnetomotriz y ¢ el flujo magnético.
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Capitulo 9

Campos variables en el tiempo I

Hasta ahora hemos tratado tan solo con campos estaticos, que no tenian ninguna de-
pendencia temporal. A lo largo de este tema, comenzaremos a explicar el comportamiento
de los campos electromagnéticos que exhiben dependencias temporales, centrandonos en la
idea de la energia magnética.

9.1. Induccion electromagnética. La ley de Faraday

El postulado fundamental de la induccién electromagnética, basado en la evidencia ex-
perimental, es el siguiente
~ 0B

E=—-—— .1
V x o (9.1)

Antes de discutir las implicaciones de este postulado, veamos que es coherente con lo que
hemos estudiado hasta ahora, ya que para el caso estatico, en el que B no depende del
tiempo, se reduce al segundo postulado de la electrostética en el vacio.

Esta ecuacién es la primera que estudiaremos que liga los campos eléctricos y magnéti-
cos, ya que segun este postulado, las fuentes del campo eléctrico no son solo las cargas, sino
que campos magnéticos variables en el tiempo también pueden generar un campo eléctrico.
Veamos de que manera

9.1.1. Circuito estacionario en un campo variable

Consideremos un circuito cerrado hecho de material conductor, caracterizado por un
camino cerrado I' que se encuentra en una regién del espacio en la que existe un campo
magnético variable en el tiempo B (t). Si integramos ambos miembros de la ecuacién 9.1 en
la superficie S contenida en el interior de I', tendremos que

/S(VXE_:)-d,?:f Sa(,f-dé' (9.2)

Utilizando el teorema del rotacional en el primer miembro

. 0B
E-d?":—/—~d§ 9.3
;5 = (9.3)

Ahora, como el circuito I', y por lo tanto la superfie S, no cambian con el tiempo, podemos
reescribir el segundo miembro como

?{E-dfzfi B-ds (9.4)
r dt Js

117
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Ahora podemos identificar el término de la izquierda con la fuerza electromotriz que se
induce en el circuito, €, y el término de la derecha con la derivada temporal del flujo del
campo magnético a través del circuito, al que llamaremos ¢

__4¢
Tdt

Esta es la expresién conocida como la ley de induccién de Faraday.

(9.5)

9.1.2. Circuito mévil en un campo variable

Para un circuito moévil no podemos aplicar la misma légica que en el caso estatico, ya
que el camino I' es variable en el tiempo y no podemos sacar la derivada de la integral,
ademds de que puede existir una variacién de flujo generada por el movimiento del circuito.
Para tratar este caso, consideremos la fuerza ejercida sobre una carga q que se mueve en una
regiéon donde existen un campo eléctrico y un campo magnético con una cierta velocidad ¢/

ﬁzq(ﬁ—i—ﬁxé) (9.6)

Supongamos un observador que se mueve con la carga. Para este observador no hay mo-
vimiento aparente (en su sistema de referencia, la carga estd quieta). Sin embargo, este
observador si que observa la fuerza ejercida por la carga. Este observador podria interpretar
la fuerza sobre la carga como la generada por un campo eléctrico E’

E' =E+#xB (9.7)

La fuerza electromotriz medida en el marco mévil, &’ seré entonces

Elzﬁﬁ’.df'zjgﬁ.dF-pﬁ(ﬁxé)~dF (9.8)

Que utilizando la ecuacién 9.1, se puede escribir como

B .
s’z—/‘l.dﬂj{E-df (9.9)
s Ot r

Que es la forma general de la ley de Faraday. Es sencillo ver que se reduce a la expresion
9.5 cuando ¥ = 0, ya que en esa situacién si que se puede sacar la derivada de la integral
(va que I no varia con el tiempo).

9.2. Inductancias e inductores

Consideremos dos circuitos cerrados arbitrarios, caracterizados por las curvas cerradas
C1 y Cs. Si se hace circular una intensidad I; por el primer circuito, se generarda un campo
magnético El. Parte de las lineas de este campo pasaran a través de Cs, generando un flujo
magnético ¢12. La pregunta es si podemos expresar este flujo magnético de forma simple.
Dicho flujo vendra dado por

P12 = / By - d3 (9.10)
Sa

Donde S5 es la superficie limitada por Cs. Para simplificar esta expresién, vamos a escribirla
en funcién del potencial vector generado por la corriente Iy

P12 = / (V X j1> - dSs (9'11)
Sa
Utilizando el teorema del rotacional

P12 = % A, - di (9.12)
Cs
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Y sustituyendo el potencial vector por su expresién

I dr;
b1a :]{ (MO 1]{ 7"1> - diy (9.13)
Cy 47 o, T

Donde r es la distancia entre dos puntos, cada uno situado en uno de los circuitos. Reorga-

nizando términos I 0P - dit
P12 = ,uo : ]{ 7{ T My (9.14)
C1 JCo

Donde hemos definido el siguiente parametro

dr, - d
My, =10 ?{ ?{ o (9.15)
Cy JCo

Que se denomina coeficiente de induccién mutua entre ambos circuitos, y que es un parame-
tro puramente geométrico. En general, para un sistema de N circuitos, tendremos que el
coeficiente de induccién mutua entre dos de ellos viene dado por

dry - drj
My = ?( ?f (9.16)

Que se conoce como la ecuacién de Neumann. Es sencillo ver que esta ecuacién es simétrica
con respecto a los indices, y que por lo tanto

Mij = Mj; (9.17)

Asi pues, si sobre el circuito i se hace circular una intensidad I;, el flujo magnético generado
en el circuito j por el campo magnético B; vendra dado por

En la préctica, antes que utilizar la ecuacién de Neumann, es preferible calcular los coefi-
cientes de induccién como )
M;; = 7/ B; - d3; (9.19)

I Jg

J

9.2.1. Autoinduccién

Supongamos que, en la situacién de dos circuitos en la que por C; circula una intensidad

11, nos preguntamos por el flujo magnético en este circuito. Dicho flujo estara causado por
]§1, y vendra dado por

¢11 = Ml (9.20)

El coeficiente de autoinduccién, o autoinductancia, de un circuito se define como el flujo
magnético por unidad de corriente

o _ oy (9.21)
1

LlEI

Ejemplo: Intensidad inducida en una espira.

Consideremos una espira rigida e inmévil, con una resistencia R y una autoinduccién L,
situada en una regién del espacio en la que existe un campo magnético dependiente del
tiempo, B (t). Vamos a calcular la intensidad que se induce en este circuito. En primer lugar,
como estamos ante un circuito estacionario e indeformable, podremos utilizar la ecuacion

9.5
d¢total

- (9.22)

Eind = —
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En primer lugar, vamos a utilizar la ley de Ohm para relacionar la fuerza electromotriz con
la intensidad, que a priori serd una funcién del tiempo

dd)total
RI(t)=— 9.23
(1) = - (923
Ahora vamos a descomponer el flujo magnético total en dos términos
(btotal = ¢B + ¢auto (924)

Donde ¢p es la contribucién del campo magnético, dada por

b5 (8) = /S B -ds (9.25)

Por otro lado, ¢qut0 €s €l flujo generado por el campo magnético creado por la intensidad
inducida, que como ya hemos visto vendra dado por

Gauto = LI (1) (9.26)

Sustituyendo esto en la ley de Faraday, tendremos que

ar(t) d =
I[(t)=—-L——~—— | B(t)-ds .2
RI (t) o dt/s (t)-ds (9.27)
Reorganizando términos, llegamos a
dI(t) R 1d - .
—+—-I{t)=——— | B(t)-d 2
pria 2 A0 Lt s (t) - ds (9.28)

Dado un determinado B (t), resolver esta ecuacién diferencial nos permite calcular la inten-
sidad inducida en la espira como funcién del tiempo.

9.3. Energia magnética

Consideremos un circuito filiforme de resistencia R y autoinducciéon no nula, en el que
en el instante t=0 no circula ninguna intensidad. En ese instante, se conectan unas baterias
que mantienen una diferencia de potencial V en el circuito, y que provocan que la intensidad
en ese circuito pase a ser ¢ = I'. El trabajo realizado por las baterfas sobre una carga dq
serd

AWpar = Vdg = Vidt (9.29)

Ahora, el hecho de que exista una intensidad distinta de cero en el circuito hard que se
genere un campo magnético, y por lo tanto existird un flujo ¢ en la espira, y existird una
fuerza electromotriz inducida que se opone a la intensidad i

Viotar =V + ¢ (9.30)
Y si ahora utilizamos la ley de Ohm
V4+e=iR=V=iR—¢ (9.31)
Y sustituyendo en la ecuacién para el trabajo realizado por las baterias

AWyat = 12 Rdt — iedt (9.32)

1Esta notacién puede ser algo confusa. Llamamos i a la corriente en un determinado momento, e I
es el valor que toma esa corriente tras un tiempo determinado. El motivo de esta notaciéon es que més
adelante considerearemos la evolucién desde i=0 a i=I. Puede ser 1util pensar en I como un valor de la
intensidad en equilibrio, una vez se compensan la diferencia de potencial de las baterias y la contribucién
de la autoinduccion
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El primer término deberia resultar familiar, ya que es la energia disipada en el circuito
debido al efecto Joule, como era de esperar. Sin embargo, tenemos que ahora existe un
término adicional fruto de introducir una autoinduccién. Nos referiremos a este término
como energia magnética, de modo que

AW, = —icdt (9.33)

Ahora, admitiendo que el circuito es inmévil e indeformable, podemos aplicar la expresion
9.5 para reescribir la energia magnética en funcién del flujo

AW, = idep (9.34)

Supongamos ahora que contamos con un conjunto de N circuitos. La energia magnética
almacenada en este sistema serd la suma de energias de cada circuito

N
AW, = > iide; (9.35)
i=1

Pensemos ahora en los flujos d¢;. Para un determinado circuito, el flujo total a través de
este tendrd contribuciones del campo creado por los otros circuitos, ademas del término de
la autoinducciéon. Utilizando la ecuacién 9.18, podemos escribir

N
d; = My;di (9.36)
j=1

Notese que cuando j=i, tenemos el término de la autoinduccién, ya que M;; = L;. Sustitu-
yendo en la expresion de la energia, llegamos a

N N
AW, =Y Y i My;di (9.37)
i=1j=1
Ahora queremos modelar la evolucién de la corriente en los circuitos desde i; = 0 a i; = I;.
Para ello, introduciremos un pardmetro «, tal que a € [0, 1], y modelaremos la intensidad
de la siguiente manera

dij = de(l (939)
Llevando esto a la expresién de la energia, tendremos que
N N
AW => Y aMyLIda (9.40)
i=1 j=1

Y la energia magnética total que interviene en el proceso de generar las intensidades sera

1 N N N N 1
W = / Y aMyLilida =YY" M,»jlilj/ ada (9.41)
0 =1 j=1 i=1 j=1 0
Evaluando la integral, llegamos a
TR
Wi =5 Z; Z; ML, (9.42)
=1 j=

Que utilizando la ecuacién 9.18, podemos escribir como

1 N
Win =5 ;Im (9.43)
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Vamos a expresar esto en términos de campos. El flujo ¢; vendra dado por

¢i=/Si§i'd§i=Li(ngi)-d% (9.44)

Donde S; es la superficie limitada por el circuito. Utilizando el teorema del rotacional
6= § Ai-dr (9.45)
C;

Por otro lado, la intensidad I; se puede modelar como el flujo de una corriente J; a través
de la seccién del circuito
I, = J;-ds; (9.46)

Tendremos entonces que la energia sera
N
W = J; - d3; ?{ A; - dF; (9.47)
i=1 Ci
Ahora, como J; y ds; son independientes de la integral, podemos reescribir

W= 3 (705 (4 00) (9.49)

Ahora, de manera intuitiva, vemos que ds; - dr; = dv. Asi pues, podemos decir que

N
> ]{ ds; - dF; = / dv (9.49)
i=17Ci T

Donde 7 es todo el volumen donde existen corrientes. Tenemos entonces la siguiente expre-
sién de la energia para una distribucién de corrientes

1 [ -
W= / T Adv (9.50)

9.3.1. Enmnergia magnética en términos de cantidades de campo

Partamos de la expresién de la energia magnética en términos de las corrientes y del
potencial vector. Utilizando el hecho de que estamos tratando con corrientes libres, y que
VxH=J

széfoT-(vXﬁ)dv (9.51)

Ahora utilizaremos la siguiente identidad vectorial
V-(Exﬁ):ﬁ-(ng)—ff-(Vxﬁ) (9.52)
Para reescribir la energia magnética como

Wm:%/TﬁV(Vx/f)dv—%/TV'(/Txﬁ)dv (9.53)

Utilizando el teorema de la divergencia en la segunda integral, siendo S la superficie que

limita el volumen 7
1 - . 1 - L =
szi/H«VxA)dvfi%(AxH)~d5 (9.54)
T S
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Si ahora tomamos 7 de forma que sea un volumen esférico de manera que incluya a todas
las corrientes. En la integral de superficie, tendremos que

.1
Al ~ = 9.55
Al ~ (9.55)
~ 1

|H| ~ = (9.56)
S| ~7T .

d 2 9.57

Y por lo tanto, la tendencia del integrando sera
L 1
| (A x H) ~dE] ~ - (9.58)
r

Si ahora hacemos tender el volumen 7 a infinito, tendremos que el integrando de la integral
de superficie serd nulo, y la energia sera

1 . S
W = 7/ i (v X A) dv (9.59)
2 Todo el espacio

Ahora, utilizando que B=VxA

1 Lo
Wi = = / B Hdv (9.60)
2 Todo el espacio

Que es equivalente a integrar en todas las regiones del espacio en las que existan campos B
v H no nulos. Si, como en temas anteriores, denotamos como 2 a la unién de todas estas
regiones, tendremos que

W = 1/ B-Hdv (9.61)
2 Ja

Al igual que hicimos con la energia electrostatica, podemos introducir una densidad de
energia magnética

1~ -
w = 5B H (9.62)
Y por lo tanto la energia magnética total serd
W = / Wy dv (9.63)
Q

9.3.2. Energia disipada en un ciclo de histéresis

Consideremos el montaje de la siguiente figura
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Figura 9.1: Montaje conocido como anillo de Rowland. Se trata de un material magnéti-
co de forma toroidal en el que se arrollan conductores filiformes que conducen una cierta
intensidad.

Supongamos que aumentamos el valor de la intensidad que circula por el conductor fili-
forme hasta un cierto valor I. Haciendo esto, la fuerza electromotriz inducida en el devanado
por el campo magnético del interior del toroide se opone a este incremento de la intensidad,
por lo que las baterfas tendran que aportar una energia extra dada por?

aw [ d¢
vy (ve2) st

Ahora, recordando lo que vimos en temas anteriores (expresién 7.68), podemos considerar el
campo magnético en el interior del toroide como constante, y por lo tanto, si S es la secciéon
del mismo, tendremos que

aw dB
— = INS— .
pm S o (9.65)

Si ahora [ = 27 R es la longitud del toroide, y 7 el volumen del mismo

dw INSIdB IN dB

W a1t (9.66)
Ahora, fijdndonos en la expresion 7.68, y teniendo en cuenta que como la magnetizacion en
el interior del toroide es nula, B = uH, tenemos

dw dB

o rH—= .

i TH— (9.67)
De donde se deduce que

dW =T1HdB (9.68)
Es decir, la energia magnética por unidad de volumen vendrd dada por

w

— = / HdB (9.69)

i

Ahora, si el material del toroide es ferromagnético, sabemos que se recorrera un ciclo de
histéresis, similar al de la figura 8.8. En esa figura podemos ver que tenemos una funcién
H = H (B) describiendo un ciclo cerrado. De esta manera, al integral de la expresién ante-
rior se corresponderd con el area bajo una seccion del ciclo.

2De nuevo estamos suponiendo que toda la energia extra se disipard en forma de calor, de ahi que
empleemos la ley de Joule, W = Ie.
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De este modo, para el anillo de Rowland, la energia magnética por unidad de volumen
necesaria para modificar el valor de la intensidad se corresponde con el drea bajo una sec-
cioén de la curva de histéresis, de modo que si queremos recorrer todo el ciclo, la energia por
unidad de volumen que han de aportar las baterias (y que terminard disipindose en forma
de calor) serd el drea total encerrada en este ciclo.

Aunque por comodidad nosotros solo hayamos deducido este resultado para una geometria
muy concreta, es posible demostrar que este es el caso general.

9.3.3. Fuerzas magnéticas

Supongamos que contamos con un sistema de circuitos por el que circula una corriente
I, mantenida constante en todo momento, generada por unas baterias. Si permitimos que
ciertas partes de los circuitos se muevan, es posible que una cantidad de la energia aportada
por las baterias se convierta en energfa mecédnica (lo que disminuird la energia magnética
del sistema). El principio de conservacién de la energfa indica que

F - di + dW,, = dW, (9.70)

Es decir, la energia total aportada por las baterias se divide en energia mecénica, destinada
a mover el sistema, y en energia magnética. Ahora, podemos utilizar la expresion 9.43 y el
hecho de que la intensidad es constante para escribir

1
AW = 5 Z Lido; (9.71)

Ahora, para mantener la intensidad constante, las baterias tendran que contrarrestar la
fuerza electromotriz inducida

awy, . dg B
o = leina =Tz = AW, = 1do (9.72)

Sustituyendo y despejando en la ecuacién de conservacién de la energia

—

. 1
Fodi = dWy — dW,, = 5 ;Iid@ = dWy, (9.73)

De donde se obtiene que, cuando la intensidad en el sistema de circuitos es constante
F=VW, (9.74)

Por completitud, consideraremos el caso inusual en el que el flujo se mantiene constante.
Esto equivale a que las baterias no aporten energia, ya que si ¢ = cte, entonces €;,4 = 0.
Esto se puede dar en el caso de materiales con resistencia nula, como los superconductores,
que no requieren energia externa para mantener una corriente en su interior. En este caso,
la conservacién de la energia nos lleva a

F-di+dW,, =0 = F - di = —dW,y, (9.75)
De donde deducimos que, para el caso de flujo constante

F=-VW, (9.76)
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Capitulo 10

Campos variables en el tiempo
I1

En este tema unificaremos los cuatro postulados acerca de la divergencia y rotacional de
los campos electromagnéticos, para lo que tendremos que modificar uno de ellos. Veremos
como las ecuaciones resultantes sugieren algo sorprendente, la naturaleza ondulatoria de los
campos eléctricos y magnéticos, asi como las consecuencias de esto.

10.1. Ecuacién de Ampere-Maxwell

Consideremos de nuevo el segundo postulado de la magnetostatica, del que dedujimos la
ley de Ampere
V x B = uyJ (10.1)

Tomando la divergencia de ambos miembros, y recordando que la divergencia de un rota-
cional es nula, llegamos a que

-

V-J=0 (10.2)

Esto es un problema, ya que parece ser que nuestro postulado nos indica que todas las
corrientes son estacionarias, algo que sabemos que es falso. Ademads, sabemos que en general,
la divergencia de J viene dada por la ecuacién de continuidad (ecuacién 6.20). Maxwell
abord¢ el problema anadiendo un término extra al rotacional de E, de forma que ahora

_ - OF
V x B = poJ + poco—

10.3
5 (10.3)
Si ahora aplicamos la divergencia a ambos miembros
1o v-f+eoﬁ(v-ﬁ) -0 (10.4)
ot

Y sustituyendo el valor de la divergencia de E , recuperamos la ecuacién de continuidad

T 8pv
V.-J+ ot

=0 (10.5)

A la forma modificada de la ecuacién para V x B se la conoce como ecuacion de Ampere-
Maxwell, y junto con los demés postulados forma las cuatro ecuaciones de Maxwell, que en

127
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el vacio toman la siguiente forma

vV E="2
€0
V-B=0
. 10.6)
. 9F (
E=-22
V x T
ﬁ - OF
V x B = pugJ —
X Hod + o€ It

A veces, es comun utilizar los campos auxiliares D y H para evitar arrastrar constantes que
dependen del medio, en cuyo caso las ecuaciones de Maxwell toman la siguiente forma

v'ﬁ:pv
V-B=0
. o) (10.7)
VxE*—a—E
ot
. . 8D
H=J+—
V x +6t

Para resolver cualquier problema electromagnético cualquiera, ademéas de las ecuaciones de
Maxwell son necesarias la ley de Lorentz

ﬁ:q<E+17>< J§) (10.8)

Y las ecuaciones constitutivas de los medios, que para materiales 1.h.i toman la forma que
ya conocemos

D=¢E
B =uH (10.9)
J=0oE

—

10.2. Ecuaciones de onda para E y B

A lo largo de este desarrollo, y méas adelante utilizaremos a menudo la siguiente identidad
vectorial

VXVX/Y:V(V-A’)—VQA’ (10.10)
10.2.1. Ecuacion de onda para el campo eléctrico

Consideremos la ecuacion para el rotacional de E en el vacio

. OB
E=-"— 10.11
V x T (10.11)

Tomando el rotacional de ambos miembros y empleando 10.10, llegamos a que

v (v : E) S V2E = -V x (?f) (10.12)
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Sabiendo que la divergencia de E viene dada por las ecuaciones de Maxwell, e introduciendo
el rotacional en la derivada temporal, tenemos que

Voo om0 . OF
? — V°E = o wod + po€o ot (1013)

Donde hemos sustituido el valor de V x B. Manipulando términos

OE o aJ 1
2
Ho€o—— — V°E = —pg— — —Vp, (10.14)
8t2 ot €0
Es decir, el campo eléctrico esta gobernado por una ecuacién en derivadas parciales conocida,
la ecuacién de ondas, que en este caso tiene un término inhomogéneo. La solucién a esta
ecuacion serd una onda que se mueva con la siguiente velocidad de propagacién u,

1 1
€= ——>U, =C= ].0].5
10T T T Ve 119

Esta velocidad de propagacion resulta ser la velocidad de la luz en el vacio. Esto es un hecho
tremendamente importante, ya que desvelé la naturaleza ondulatoria de la luz (que no es
més que un campo electromagnético), y que darfa lugar a la teorfa de la relatividad.

Volviendo a la ecuacién de onda, si consideramos medios con conductividad nula (¢ = 0), y
en los que no existe carga, la ecuacion se vuelve homogénea, y mucho més simple de resolver
1 9°E

275 _
Sgp ~ VE=0 (10.16)

10.2.2. Ecuacion de onda para el campo magnético

Partiendo de la expresién para el rotacional de B en el vacio

= - OE
V x B = puoJ + MOGOE (10.17)

Aplicando el rotacional a ambos lados y usando 10.10

v (V : é) ~ V2B = poV x T+ ﬂoeog (v x E) (10.18)

Conocidos los valores de la divergencia de B y del rotacional de E, y despejando, llegamos

a la siguiente ecuacién
2B . -
fo€0—5 — V2B = poV x J (10.19)
ot
De nuevo tenemos una ecuaciéon de onda no homogénea que describe una onda que se
propaga a la velocidad de la luz. Si ademads, como en el caso anterior, consideramos medios

de conductividad nula, la ecuacion se vuelve homogénea

10°B _, =

10.2.3. Soluciones a las ecuaciones de Maxwell

Como acabamos de ver, cualquier par de funciones E y B que satisfaga las ecuaciones
de Maxwell para una determinada distribucién de cargas y corrientes, cumplird también las
ecuaciones de onda 10.14 y 10.19. Sin embargo, la afirmacion inversa no es cierta. Es posible
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encontrar soluciones a las ecuaciones de onda que no satisfagan las ecuaciones de Maxwell!,
por lo que es muy importante que, siempre que resolvamos una ecuacién de ondas para B
o F, nos aseguremos de que la soluciéon también cumple las ecuaciones de Mawell

10.3. Funciones de potencial

Ahora desviaremos nuestra atencién de los campos E 'y B para centrarnos en las funciones
que los generan: el potencial vector A y el potencial escalar ¢. Veamos como es posible
describir estas funciones a través de una ecuacién de ondas.

10.3.1. Ecuacion para el potencial vector

Del potencial vector conocemos su rotacional, que viene dado por el teorema de Helm-
holtz
VxA=B (10.21)

Tomando el rotacional de ambos miembros, y utilizando 10.10
v (v : E) VA=V xB (10.22)
El rotacional de B viene dado por las ecuaciones de Maxwell
Y (v : A’) VA =+ Meaj (10.23)

Donde estamos suponiendo que trabajamos en medios l.h.i. Para continuar, vamos a consi-
derar por un momento la ecuacién para el rotacional de F

. OB
VxE=-"7" (10.24)

Se puede ver que, a diferencia del caso electrostatico, el rotacional de E ya no es necesa-
riamente nulo. De esta manera, el campo eléctrico en general no serd conservativo y no se

podra obtener del gradiente de un potencial (E =+ —V(b). Sin embargo, si en la ecuacién

anterior sustituimos B por el rotacional de A, tendremos que

Vx E= —% (v x E) (10.25)

Y manipulando términos llegamos a

- 04
\Y% E+—1=0 10.26
X ( + 8t> ( )
Si ahora definimos el siguiente campo auxiliar
2 = 04
E=FE+ — 10.27
" (10-27)

Sabemos que su rotacional serd nulo, y por lo tanto, segin el teorema de Helmholtz, este
campo se podra expresar como el gradiente de un campo escalar, que sera el potencial escalar

£=-V¢ (10.28)

INo demostraremos este hecho, pero no deberfa sorprender, ya que la aplicacién del rotacional de un
rotacional que hemos utilizado para llegar a las ecuaciones de onda aumenta en uno el orden de las ecuaciones
diferenciales a resolver, anadiendo soluciones.
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De donde se puede deducir que el campo eléctrico se puede expresar en funcién de este
potencial escalar y de la derivada temporal del potencial vector

E=-V¢-— o (10.29)

Volviendo a la ecuacion 10.23, si sustituimos en ella la expresién anterior para el campo
eléctrico, llegamos a la siguiente igualdad

R - . D 0A
. _ 2 f— — p— —_— —
v (v A) VA =+ e ( Vo at> (10.30)
Manipulando la ecuacion, se llega a que
PA - - 89
He g ~ VA =uJ -V (V A+ ueat> (10.31)
10.3.2. Ecuacién para el potencial escalar
Partiendo de la relacién que ya hemos deducido
- 04
E+—=- 10.32
+ N V¢ (10.32)
Tomando la divergencia de ambos miembros llegamos a
L 9 B )
V-E+a(v-A)_—v¢ (10.33)

Y utilizando el valor de la divergencia de E dado por las ecuaciones de Maxwell, llegamos
a la siguiente ecuacién diferencial para ¢

vig— v _ 9 (v : A’) (10.34)

10.4. Transformaciones gauge

Si nos fijamos en las ecuaciones 10.31 y 10.34, veremos que en ellas aparece la divergencia
del potencial vector, algo que nunca hemos calculado. Para solucionar este problema, pense-
mos en la utilidad que tienen el potencial vector y el potencial escalar. Son tan solo funciones
auxiliares a partir de las cuales podemos calcular ficilmente los campos electromagnéticos.
Las tnicas condiciones que tienen que cumplir son las siguientes

VxA=B (10.35)
. 0A

Ve — oA 10.

Vo=E+ - (10.36)

Pensemos el en caso del potencial vector. Hemos conseguido el campo deseado especificando
tan solo su rotacional, y sin tener que decir nada de su divergencia, por lo que en principio
su divergencia puede ser cualquier cosa y este potencial seguird cumpliendo su propésito.
Esto no deberia resultar chocante, ya que ya hemos visto que el potencial vector no es tnico,
sino que, para cualquier funcién escalar £, podemos construir un nuevo potencial vector

A= A+ Ve (10.37)
Cuyo rotacional seguira siendo el campo magnético

Vx A =VxA+Vx(VE)=VxA=8 (10.38)
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Sin embargo, el potencial vector también aparece en el gradiente de ¢, asi que tenemos
que reconciliar esto de alguna manera. Para hacerlo, definimos los siguienetes potenciales
alternativos

A= A+ Ve (10.39)
o =0+« (10.40)
Buscamos que se cumplan las siguientes expresiones
VxA =B (10.41)
_—ry
~-V¢' =FE+ BN (10.42)

Sabemos que la primera de estas condiciones estd garantizada por el hecho de que el ro-
tacional de un gradiente es nulo, como acabamos de ver. Centrémonos pues en la segunda
condicién, que sustituyendo los valores de ¢’ y A’ toma la siguiente forma

04 V¢
~Vé-Va=E+ o+ =2 (10.43)

- 0A
Sabemos la condicién que cumplia el potencial escalar inicial <V¢ =F+ 8t> . Sustitu-

yendo esta expresién

0
—Va= n (V¢) (10.44)
De donde se deduce que
23
\Y (a + Bt) 0 (10.45)

El término entre paréntesis no puede depender de la posicién (ya que su gradiente es nulo).
Sin embargo si que podria ser igual a una funcién que dependa del tiempo, x (t), de donde
se deduce que

a=k(t)— gﬁ (10.46)

Ahora vamos a definir la siguiente funcién

A==€ - /Ot Kk (t") dt’ (10.47)

Si calculamos su derivada temporal

ox  O¢
25 k(¢ 10.4
5 — g5 (@) (10.48)
Con lo cual podemos decir que
o\
__27 10.49
a=-2 (10.49)
Por otro lado, como la funcién « (t) no depende de la posicién, el gradiente de A serd
t
VA=V¢-— V/ k() dt' =VE (10.50)
0
Por lo tanto, podemos expresar estos nuevos potenciales en funcién de A (7, t)
A =A+VA (10.51)
8/\
¢ =¢p— = (10.52)

Es decir, que siempre que contemos con un campo electromagnético descrito por unos poten-
ciales A y ¢, podemos ”inventar” unos nuevos potenciales a través de una funcién escalar

. A esto se lo conoce como una transformacion gauge, y nos permite ajustar los valores de
la divergencia de A sin modificar el hecho de que V x A = B. Veamos dos de las transfor-
maciones gauge mas utilizadas.
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10.4.1. Gauge de Coulomb

La condicién gauge de coulomb es ajustar de divergencia del potencial vector a cero
V-A=0 (10.53)

Aplicando este gauge, la ecuacién general para el potencial escalar (10.34) toma una forma
simple, la ecuaciéon de Poisson

V2 = —'0?” (10.54)

Sin embargo, la ecuacion para el potencial vector se vuelve bastante complicada
24

—V2A = pJ — pev <a¢) (10.55)

Koz ot

Por esta razén, y por otra que veremos a continuacion, se suele trabajar con el gauge de
Lorenz.

10.4.2. Gauge de Lorenz
En este caso, fijaremos la divergencia de Aa algo mas complejo

99
Heai

Sustituyendo esto en las ecuaciones 10.31 y 10.34, llegamos a las siguientes ecuaciones

V-A=— (10.56)

—

92 A .

He g ~ V2A = puJ (10.57)
%9 v

pegs — V26 = % (10.58)

Usar este gauge tiene unas consecuencias bastante convenientes, y es que trata al potencial
escalar y al potencial vector a través del mismo operador diferencial, el d’Alembertiano, que

se define como )

—

ot?
Y las ecuaciones para el potencial vector y el potencial escalar en funcién de este d’Alembertiano
seran

0?2 =Vv?—pu (10.59)

024 = pJ (10.60)
02 = (10.61)
€

Otra de las ventajas de utilizar este gauge es que describe los potenciales como ondas que
se propagan a una velocidad de propagacién, u,, dada por

Up = ) — (10.62)

Que coincide con la velocidad de la luz en un determinado medio.

Ahora, imaginemos que contamos con un potencial vector A y un potencial escalar ¢ que
describen unos ciertos campos electromagnéticos, pero que no cumplen la condicién gauge
de Lorenz. Veamos como podemos generar unos nuevos potenciales que describan los mis-
mos campos, pero que si cumplen la condicién de Lorenz. Ya sabemos que para definir unos
nuevos potenciales, si queremos que describan los mismos campos, tendremos que hacerlo
de la siguiente manera

A= A+ Ve (10.63)
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o = % (10.64)

Como queremos que los nuevos potenciales Cumplan el gauge de Lorenz, tendrda que darse
la siguiente igualdad

(b/
v.A 10.65
+pes s (10.65)
Sustituyendo las definiciones de los nuevos potenciales
¢ 9*¢

V-A+V? =0 10.66
+ VIt pegr —pegs (10.66)

Reorganizando términos llegamos a la siguiente ecuacién de ondas inhomogenea

P o o¢
_ — A 10.

Heos Ve (V +ueat> (10.67)

Resolviendo esta ecuacién podemos hallar la funcién £ adecuada para que los nuevos poten-
ciales satisfagan la condicién de Lorenz. Como apunte, es importante darse cuenta de que
el término inhomogeneio de esta ecuacién estd muy relacionado con el gauge de Lorenz, ya
que si los potenciales A y ¢ cumplian la condicién gauge, la ecuacién de ondas para & sera
homogenea

2

r —V%=0 (10.68)

10.5. Soluciones a la ecuacion de ondas. Potenciales re-
tardados.

Consideremos la ecuacién de onda inhomogenea para el potencial escalar (utilizando el
gauge de Lorenz)

02 = J)?” (10.69)

Vamos a obtener la solucién a esta ecuaciéon de ondas. Para ello, pongdmonos primero en
un caso simple. Situémonos en un punto lo suficientemente alejado de nuestra distribucion
de carga p, (7, t), de manera que podemos asumir que esta es nula, y que tenemos simetria
estérica(¢p = ¢ (R,t)). Asi pues, la ecuacién que tenemos que resolver es la forma homogénea
de la ecuacion de ondas

0% =0 (10.70)

Que desarrollando el d’Alembertiano en coordenadas esféricas, y considerando que ¢ no
depende de 0 o ¢
1 0 5 00 82¢
A i » 2 =0 10.71
R20R ( (“)R) He o ( )

Para encontrar la solucién a esta ecuacién, vamos a expresar el potencial de la siguiente
manera

6= u(R1) (10.72)
De esta manera, aplicando la regla de la cadena obtenemos que

8¢ 1 Ju u

Y la otra derivada de interés

0 5 0 0 ou _ Ou %u  Ou B 0%u
9R (R 8R) aR (RaR ‘“) or " Ror ~or ~ Tome (10.74)
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La derivada temporal sera

¢y 0% (1 1 0%u
—=—|=zu) === 10.75
oz~ o (Ru> R o2 (10.75)
Sustituyendo todo en la ecuacién diferencial, llegamos a que
0%u 0%u
— —pe— =0 10.76
orz Mo (10.76)
Esta es una ecuacién de ondas homogénea, y su solucién general es una funcién u tal que
u=u(t— /peR) (10.77)
Esto es sencillo de comprobar. Para mayor comodidad, sea
n=t— /ueR (10.78)
Utilizando la regla de la cadena, llegamos a que
0%u 0%n 0%u 0%u
= 17 2 e 10.79
orz ~ orZ o>~ o2 (10.79)
0? 0°n 0* 0?
v_2ngu_cu (10.80)

otz otz on2 o2
Y se comprueba inmediatamente que la funcién u (n) es una solucién de esa ecuacién. As{
pues, podremos construir el potencial escalar como

b= %u (t — /e R) (10.81)

Asi que tan solo nos queda encontrar la funcién u adecuada. Sin embargo, antes de hacer
esto dediquemos un momento a pensar en lo que estd ocurriendo. La dependencia temporal
del potencial que hemos obtenido es bastante reveladora, ya que la cantidad ,/meR es el

tiempo que tarda algo que se propaga con velocidad (pe) 7 en recorrer una distancia R. La

funcién u estd "retardada en el tiempo”.

Para encontrar el significado fisico de este retardo, pensemos en la dependencia tempo-
ral de p,. Si algo cambia en la fuente, es evidente que también cambiard el campo. Sin
embargo, la informacién no viaja de forma instantdnea, ya que la teoria de la relatividad
impone que la velocidad maxima es la de la luz. Si recordamos que (ue)_% es la velocidad
de la luz en un determinado medio, la interpretacion esté clara. El retardo se debe a que los
cambios en las fuentes no se transmiten de forma instantanea, sino que en un momento t,
el potencial en un punto es el generado por las fuentes en un instante anterior.

Ahora vamos a obtener la solucién completa. Para ello, volvamos por un momento a la
solucién electrostatica, donde el potencial ¢ vendria dada por

60 = g [T (1) (1082)

 Ame 17— 7|

Donde 7 es el volumen ocupado por la distribucién de carga. Seria razonable pensar que la
solucién en el caso general serd la misma, pero evaluando la densidad de carga en el tiempo
retardado para modelar el hecho de que los cambios en la densidad de carga tardan mas en
notarse cuanto mas lejos estemos de la distribucion de carga. La expresiéon para el potencial
serfa

Ot = o

4me

1 Pu (f’,tf\Ffr_;L/ue)dv’
/ 7 (10.83)
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Donde ya hemos abandonado la simetria esférica, por lo que el factor R que teniamos en el
caso simétrico se convierte en | — 7 |, la distancia entre el punto fuente y el punto campo.
Para comprobar que estos argumentos son correctos, demostraremos que este potencial
cumple la ecuacién de ondas inhomogénea para el potencial escalar. Para ello, definimos el
tiempo retardado, A\, como

A=t —|F—1| /e (10.84)
Seran necesarias las siguientes relaciones, que salen de aplicar la regla de la cadena
0py dpy
=/ 10.85
or HEaN (10.85)
dpy, _ Opy
= 10.86
ot o\ ( )
Por dltimo denotaremos las derivadas temporales de p, de la siguiente manera
dpy _ .
=0, 10.87
o =P (10.87)
Empecemos entonces calculando el gradiente del potencial
1 Do (1:", )\) dv’ 1 Do (7:7, )\) dv’
Vo =—V | =— | V| —— 10.88
¢ 4me /T |7 — 77| 4dme /. |7 — 77| ( )
Ahora, utilizando la siguiente identidad vectorial
V(FG)=FVG+ GVF (10.89)

Podemos escribir el gradiente del potencial como

1 dv’ 1 1
=— | ——Vp, + — . — | dv 10.90
veé 4dre |, ‘f‘fr/|Vp * 47re/Tp v <|FT’|> v ( )

Trabajando en coordenadas esféricas, los gradientes que buscamos son

1 7
") e

Vpy =i = _f\/,ﬁ%p” = —Tpu\/pe (10.92)

Con lo cual tendremos que
purdv purdv’
_— 10.93
\/7/|r—r’| 4re \r—r’|2 ( )

Queremos llegar al laplaciano del potencial escalar. Para ello tan solo hay que tomar la
divergencia de ambos miembros de la ecuaciéon anterior

) Pdv’ 1 Do (7:7, )\) 7dv’
—/ = -— |V | —s— 10.94
47T / |r—r’\ 4776/7_ [ ( )

Ahora vamos a utilizar de nuevo una identidad vectorial

v.(fA’) =V A+ A.Vf (10.95)
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Esto nos permite expandir cada una de las dos integrales que aparecen en el laplaciano.
Empezando por la primera

oy (t, \) Fdv’ i Z
/v- (M’) = /pvv- <f7|> dv’+/r’"7-vpvdv’ (10.96)
T r—r B F—r r|F=r
Ahora, utilizando que
Vo = =T P/ 1€ (10.97)

& 1
V. LA _ (10.98)
|7 — 7’| |7 — r'|2

[ (B2 [ 22w

Utilizando la misma identidad vectorial, podemos escribir la segunda integral que aparece
en el laplaciano como

puTdv / r ’ / r ’
v o [t )+ [~ Vv 10.100
/ ( /|2> ! (f—m?) PP (10-100)

Ahora, vamos a utilizar los siguientes resultados?

Vo = —Fpu/ji€ (10.101)

R N
V- (W) = 4rd (r —r') (10.102)

Para poder escribir la integral como

v’ Oy d
/v. <|§_":|2> —47r/pv5 (r—r duf/ = P ”/|2 (10.103)

Ahora, sustituyendo 10.100 y 10.103 en 10.94, y cancelando términos, obtenemos la siguiente
expresion para el laplaciano del potencial escalar

V2 = 4W/W 1/pv( i )\) 5 (F 7) v’ (10.104)

el

Llegamos a que

Evaluando la segunda integral

pu (17, 0) dv' "y
v%:ﬁ/ ( ) G (10.105)

7] ‘

Merece la pena pararse un momento a explicar por que ha desaparecido la dependencia del
tiempo retardado de p,. Esto se debe a una de las propiedades de la delta de Dirac, recogida
en la ecuacién 2.79

v (ﬁ,tf\/ﬁﬁfrﬂ) e (F—F’) po (Fyt — J1ie|7 — ) 6 (F 7) (10.106)
Y por lo tanto
Po (ﬁ,t — Vel - Ff|) e (f’— ﬁ) = po (F,1) 6° (F— Ff) (10.107)

2Para ver una demostracién del segundo resultado, consultar la seccién sobre la delta de Dirac.
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Volviendo al laplaciano, expresando de forma explicita las derivadas temporales, y multipli-
cando y dividiendo el primer sumando por €, tenemos que

o? Puv (7:;, /\) dv’ B Do (7:" t)

o J, drre| 7 — 7| €

V3¢ = e (10.108)

Si ahora recordamos la ecuacién 10.83, podemos identificar la integral sobre la que actian
las derivadas temporales con la propia funcién ¢, llegando a que

¢ py (7,1

Vg = S T A (10.109)
De donde se deduce inmediatamente que
o o (Tt
V2 — ey = 00 = P (:’ ) (10.110)

Y queda demostrado que este potencial escalar cumple la ecuacién de ondas inhomogenea.

Utilizando exactamente los mismos argumentos, se puede llegar a una solucién de la ecua-
ciéon de ondas inhomogénea para el potencial vector. No deberia sorprender su similitud con
la expresion para el potencial escalar

I a
Asziﬂ (10.111)
dm Joo | ’

Para terminar esta seccion, habria que demostrar que las soluciones a las que hemos llegado
cumplen la condicién gauge de Lorenz, ya que para obtenerlas nos hemos basado en la
ecuacién de ondas que obtuvimos al imponer dicho gauge. Demostrar esto resulta algo mas
complicado?, asi que no lo incluiremos en esta seccién.

10.6. Fasores

Vamos a introducir la llamada notacién fasorial, que sera muy ttil de aqui en adelante
para describir cantidades oscilatorias en el tiempo. Para motivarla, empecemos considerando
una intensidad sinusoidal  (¢)

i (t) = Iocos (wt + ) (10.112)

Ahora, vamos a introducir la siguiente notacién para la unidad compleja’
j=v—1 (10.113)

Usando esta notacién y las propiedades de la exponencial compleja, podemos expresar la
intensidad i (¢) de la siguiente manera

i(t) = Re [Ioe/ 9] (10.114)
Podemos separar la depencia temporal del médulo y la fase
i (t) = Re [Ipe’?e*"] (10.115)

La cantidad Ipe?% es el fasor que representa a la intensidad i (¢). En general, un fasor es una
funcién complefa que puede depender de la posicién, pero no del tiempo, y que representa

3Referencia/pon un apéndice
4La razén para esta eleccién lamentable es que los ingenieros no son capaces de seguir un convenio
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la amplitud y la fase de una senal sinusoidal. Si F' (7) € C es un fasor, y i (7, t) es la sefal
asociada a dicho fasor, estas dos cantidades se relacionan a través de la siguiente expresion.

ip (F,t) = Re [F () e/*'] (10.116)

Es importante destacar que, cuando hablamos de fasores, damos por hecho que la dependen-
cia temporal de nuestras funciones es tan solo de la forma cos (wt + ¢), donde la frecuencia
w es conocida.

10.6.1. Derivadas e integrales en notacién fasorial

Pensemos en la derivada temporal de la intensidad i (t)

i
a% = —Jowsin (wt + ¢) (10.117)
Que, si queremos expresarlo en relacién a un coseno
0 (wt+o+7) (10.118)
— = lywcos (w — .
o ° LR
Utilizando la exponencial compleja, podemos expresar la derivada de la intensidad como
di e
i Re [Iopwe’#e’2 €7t (10.119)

Ahora comparemos los fasores que describen la sefial original (I) y su derivada (I)
I = Iyel? (10.120)

I = lwe'%e? = jwl (10.121)

Se puede ver entonces que el fasor que describe la derivada temporal de una cantidad es
igual al fasor que describe la cantidad inicial multiplicado por jw.

Pensemos ahora en la integral de la sefial i (t)

/z(t) dt = %Sin (wt — @) (10.122)

Que, expresado en términos de un coseno

IO s
[ (t)dt = =2 ( t— —f) 10.123
[t =2 cos (wr -~ ] (10.123)
O, en notacién en términos de la exponencial compleja
- IO j jwt
i(t)dt = Re | —e’%¢’ (10.124)
jw

Comparando de nuevo el fasor que representa la sefial original (I) con el que representa la
integral de la senal (1) '
I = ILhel? (10.125)
= Iy I
I=0¢iv— = (10.126)
Jw Jw
Por lo tanto, el fasor que representa la integral de una cantidad es el fasor que representa
dicha cantidad, dividido entre jw.

Estas dos propiedades, sobre todo la de la derivada, seran muy ttiles siempre que trate-
mos con fasores.
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10.6.2. Ecuaciones de Maxwell en notacién fasorial
Si estamos en una situacion en la que sabemos que los campos electromagnéticos depen-
den del tiempo de forma sinusoidal, podemos expresarlos en funciéon de fasores

—

E(z,y,2,t) = Re [E (z,y,2) ej‘“t} (10.127)

H (x,,2t) = Re [ﬁ (z,y,2) ej‘*’t} (10.128)

Donde E (z,, 2)y H (2, z) son los fasores que describen el campo eléctrico y el campo
magnético, respectivamente. Si ahora pensamos en las ecuaciones de Maxwell, podemos
reemplazar los campos por sus correspondientes fasores y sustituir las derivadas con respecto
al tiempo por jw, para llegar al siguiente sistema de ecuaciones (considerando siempre medios
Lh.i)

(10.129)
VxE-= —jwuﬁ

Vxﬁ:j+jweﬁ

Donde ahora las funciones E y H son fasores independientes del tiempo. Al resolver estas
ecuaciones, para obtener las dependencias temporales no habra més que multiplicar los fa-
sores obtenidos por €/“! y tomar la parte real.

También podemos aplicar esto a las ecuaciones de onda homogéneas para los campos elec-
tromagnéticos (ecuaciones 10.16 y 10.20). Sustituyendo las derivadas temporales por los
factores adecuados, llegamos a las siguientes ecuaciones para los fasores

V2E — pew’E = 0 (10.130)
V2B — pew’B =0 (10.131)
Si ahora definimos el nimero de ondas, k, como
w 27
k= = —=— 10.132
i\ ( )

Donde u,, es la velocidad de propagacién de la onda y A la longitud de onda, podemos
escribir las ecuaciones de onda para los fasores de forma mucho méas compacta

V2E - KE =0 (10.133)

V2B - kB =0 (10.134)

Al igual que con las ecuaciones de onda para los campos, siempre que resolvamos una
ecuacion de onda para los fasores, tendremos que comprobar que el resultado satisface la
forma fasorial de las ecuaciones de Maxwell.

10.6.3. Potenciales cuasiestacionarios

Pensemos en los potenciales retardados descritos por las ecuaciones 10.83 y 10.111. Si
las fuentes de ambos campos (las corrientes y las densidades de carga) son arménicas (su
valor oscila con una frecuencia w), podremos escribirlas como

po (72) = Re [p () ] = Re [y (#7) (14771 (10.135)
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f(ﬁ,A) Re [J( )d“] Re [J( )eﬂ(wt*kl’””‘)] (10.136)

Recordemos que A es el tiempo retardado (ecuacién 10.84) y k el nimero de ondas. Ahora,
consideremos la expansion en serie de Taylor de la exponencial en torno a k|7 — /| =0

J2 |7 — 7|2

e IRITTl — 1 jk|F — |+ 5

T (10.137)

Si ahora suponemos que k|7 — 7 | << 1, podemos hacer la siguiente aproximacién
AL | (10.138)
Veamos lo que implica hacer esta aproximacion

2|7 — 7|

— <<1=- r| << A (10.139)

k|Ff — 7| << 1 =

Es decir, estamos considerado que la distancia entre el punto en el que medimos el potencial
y las fuentes es muy pequena comparada con la longitud de onda. Bajo esta aproximacion,
los potenciales retardados se pueden escribir como

b7 1) ~ —— /T [p” (" 2 ew] (10.140)

4re 7

— /|
A7) ~ Q/de’ (10.141)

Vemos que ya no estan evaluados en el tiempo retardado, sino que dependen del tiempo a
secas. Esto se debe a la aproximacién que estamos haciendo. Si el punto donde medimos
estd muy cerca de la fuente, y como las perturbaciones se propagan a la velocidad de la luz,
podemos ignorar este retardo.

Estos potenciales aproximados que no dependen del tiempo retardado se llaman potenciales
cuasiestacionarios, y son de gran utilidad en la teoria de circuitos, donde, al trabajar con
circuitos de dimensiones despreciables en comparacién con la longitud de onda de los campos
electromagnéticos, podemos considerar que estos campos se propagan de forma instanténea.

10.7. Teorema de Poynting

Consideremos un volumen fijo 7 en el que existan campos electromagnéticos. Sabemos
que la energia electromagnética disipada en forma de calor por unidad de tiempo en dicho
volumen (efecto Joule), a la que llamaremos W, vendréd dada por

W:/f-ﬁdu (10.142)

Ahora, de las ecuaciones de Maxwell, sabemos que la corriente se puede expresar como

—

H-"= 10.14
J=V x = (10.143)

Sustituyendo esta en la expresion para la energia disipada, llegamos a la siguiente ecuacién

W:/E~(Vxﬁ)dv7/ E %—de (10.144)
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Ahora vamos a utilizar la siguiente identidad vectorial

V-(Zxé):ﬁ-(VxA) ,I-(VXE) (10.145)

Que nos permite escribir la energia disipada como
- - = - . 9D
W= H~(V><E)dvf v(ExH)d% E-Sldv (10.146)

Ahora, en la primera integral vamos a sustituir el valor de V x E dado por las ecuaciones
de Maxwell, y en la segunda utilizaremos el teorema de la divergencia

. . 9B LN . 9D
W——/TH-ECZU—%S<E><H>~ds—/TE-Edv (10.147)

Donde S es la superficie que limita el volumen 7. Reorganizando términos, llegamos a la
expresion general del teorema de Poynting

- OB . dD . L
— [T B Jav =W+ p (B x i) a5 10.14
/T< o + 81&) v —&—fi X 3 (10.148)
Y si ahora definimos el vector de Poynting, _', como
S=ExH (10.149)

El teorema toma la forma

~ 9B - 9D : .

10.7.1. Medios l.h.i

La interpretacion fisica del teorema de Poynting se ve mucho mejor en los medios 1.h.i,
donde podemos escribir
- 9D . OF
=€k

E — = = 10.151
ot~ ot ( )
Ahora, utilizando la regla de la cadena, se llega a que
d (= =\ = OE OE 4
< E-E):E-— = F 10.152
i ot "ot (10.152)
Combinando las dos ultimas expresiones, llegamos a que, para medios 1.h.i
9D 1 /= = 0 (1
E~—:7(E~E):— ~eR? 10.1
ot 2° ot (26 ) (10.153)
Usando exactamente el mismo razonamiento, se puede demostrar que
-~ 9B 9 (1
H — =_—|-—B 10.154
ot ot <2u ) ( )

Si recordamos las expresiones 4.22 y 9.62, podemos expresar el teorema de Poynting en
términos de las densidades de energia eléctrica y magnética

ow,, Ow, . -
_ Z-m = . 10.1
/T<8t +at)dv W—l—]iS ds (10.155)
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Ahora, como la frontera del volumen 7 no depende del tiempo, podemos sacar la derivada
temporal de la integral

—— | (we +wy)dv =W +?{ S.ds (10.156)
ot T S

De esta forma, el significado del teorema de Poynting queda mas claro. En el lado izquierdo
de la ecuacién, tenemos la disminucién de energia electromagnética total en un determinado
volumen. En el lado derecho tenemos la energia disipada en el interior de ese volumen por
pérdidas térmicas (el efecto Joule), ademds de un término adicional, el flujo del vector de
Poynting a través de la superficie frontera del volumen en cuestién.

Entonces, el vector de Poynting tiene que estar relacionado con la energia transmitida por
unidad de tiempo y de superficie por un determinado campo, es decir, el vector de Poynting
es el flujo de potencia asociado a un campo electromagnético. De esta manera, si S es una

superficie cualquiera
= aw
/ G.oag— (Y (10.157)
S dt Através
de S

Y el teorema de Poynting no es mas que la expresion de la conservacion de la energia.

10.8. Ondas electromagnéticas planas

Las ondas planas son una solucién particular a las ecuaciones de Maxwell. Si los cam-
pos electromagnéticos tienen esta forma, dichos campos se propagaran en una determinada
direccion, y seran constantes en los planos infinitos perpendiculares a dicha direccién de
propagacion, es decir, los campos no vibraran en la direccién en la que se propagan.

Direccién
de propagacion

B Campo magnético

Figura 10.1: Onda electromagnética plana linealmente polarizada. Como se puede ver los
campos electromagnéticos vibran de forma sinusoidal, pero de manera que si tomamos un
corte perpendicular a la direccién de propagacién, el campo serd constante. El hecho de que
los campos E y B sean perpendiculares no es casual, como veremos méas adelante.

Veamos como podemos obtener estas soluciones a las ecuaciones de Maxwell. En primer
lugar, buscamos soluciones armonicas, que varien en el tiempo de forma sinusoidal, por
lo que conviene usar la forma fasorial de la ecuacién de ondas. Empecemos por el campo
eléctrico

V2E+KE =0 (10.158)

Es importante destacar que estamos utilizando la forma homogénea de la ecuacion de ondas,
asi que estamos asumiendo que estamos muy lejos de las distribuciones de carga y que
trabajamos con medios 1.h.i de conductividad nula. Esto no es una mala aproximacién, ya
que la mayoria de las ondas electromagnéticas que observamos estan muy lejos de sus fuentes
(por ejemplo, la luz que nos llega del sol, o la senal de una antena que se encuentra en otra
ciudad). Para solucionar la ecuacién asumiremos, sin pérdida de generalidad, que el campo
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eléctrico se propaga en la direccién del eje z. Asumiremos también que E = FE.%, es decir,
una onda linealmente polarizada®. De esta manera, la ecuacién para la componente F,, serd
0? 0? 0?
——+ 5+ +k)E, =0 10.159
<8m2 oy? 022 ‘ ( )
Ahora, la condicién de onda plana exige que el campo no puede depender de las coordenadas
x ey, ya que E es constante en los planos perpendiculares a la direcciéon de propagacion.
Asi pues

0E, OF,
= =0 10.160
ox y ( )
Y la ecuacién de ondas para el fasor serd
0*’E
1 kB, =0 10.161
52 T ( )

La solucién a esta ecuacién diferencial se puede escribir en términos de la exponencial
compleja ' ,
E, (2) = Ae?** 4 Be k= (10.162)

Donde A y B son ntimeros complejos, que podemos expresar como un médulo multiplicado
por una fase .
A=FE_¢€? (10.163)

B=FE,é”° (10.164)

Donde E; y E_ son ntumeros reales. El fasor que representa la onda serd
E(2) = E_elW40) 3 4 B I(The40)5 (10.165)
Ahora, para obtener la expresién dependiente del tiempo
B (2,t) = Re [E (2) eﬂ'wt} (10.166)
Que, explicitamente
E (z,t) = E_cos (wt + kz + @) & + E cos (wt — kz +6) & (10.167)

Vemos entonces que la solucién es un campo eléctrico que vibra en el eje X y que se propaga
en direccién -z (acompanado por el coeficiente E_), y otro que vibra en la misma direccién
que se propaga en la direccién +z (acompanado por el coeficiente F. ), que pueden o no
estar en fase, dependiendo de las constantes ¢ y §. Como estamos considerando propagacion
en direccién +z, nuestra solucién serd

E (z,t) = Ey cos (wt — kz + 0) & (10.168)

Ahora falta calcular el campo H. Podrfamos hacerlo utilizando el mismo método que para el
campo eléctrico, pero es bastante més ilustrativo utilizar la forma fasorial de las ecuaciones
de Mawell, que nos dicen que

V x E = —jouH (10.169)

Que nos permite obtener el campo H a partir del rotacional del fasor que representa el
campo eléctrico.

H=2LVxE (10.170)
wp

5Esto si que implica cierta pérdida de generalidad, pero como veremos més adelante esta solucién es
suficiente para obtener el caso general.
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Calculando el rotacional del fasor campo eléctrico
9y 0, |=—jkE TRy (10.171)

Y el fasor que representa el campo H serd

. k .
H(z2) = —E el Tkto)yg 10.172
(2) = B (10.172)
Y el campo H es
= k
H(z,t)= —FE;cos(wt—kz+0)gy (10.173)
Hw

Obtenemos una onda que se propaga también en la direccién +z, que vibr_z} en fase con el
campo eléctrico (es decir, en los valores de z para los que el médulo de E es méximo, el
médulo de H también lo serd, y lo mismo ocurre para los minimos), y que vibra en un eje
perpendicular al campo eléctrico, ya que este vibraba a lo largo del eje x y el campo H vibra
a lo largo del eje y, tal y como se observa en la figura 10.1.

Vamos a hacer una comprobacién réapida. Las ecuaciones de ondas que se deducen de las
ecuaciones de Maxwell predicen que los campos electromagnéticos se propagaran a la velo-
cidad de la luz, por lo que nuestras soluciones deben reflejar esto. Fijémonos en un punto
concreto de una de nuestras ondas, es decir, fijemos la fase a constante

—cte w
—t 10.174
k+k (10.174)

wt—kz+0=clte= z=

La velocidad de propagacién de la onda vendra dada por

d 1
=LY v (10.175)

T T R wype  Jpe

Donde hemos utilizado la definicién del nimero de ondas dada por la ecuaciéon 10.132.
Como era de esperar, las ondas que obtenemos se propagan a la velocidad de la luz en un
determinado medio.

10.8.1. Impedancia intrinseca

Recordemos las expresiones que hemos obtenido para los fasores que representan los
campos F'y H.

E(2) = EpedTFH03 = B, (2) 2 (10.176)
7 k j(—kz+9) » k ~
H(z)=—EFE;¢ J=—EFE;(2)7 (10.177)
Hw Hw

Ahora, definimos la impedancia intrinseca del medio, 7

n= \/g (10.178)

Y por lo tanto, utilizando 10.132 podemos escribir el fasor asociado al campo H en funcién
del campo eléctrico y de la impedancia intrinseca

H(z) = g, (2)9 (10.179)
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10.8.2. Superposicion de soluciones

Pensemos de nuevo en la forma fasorial de la ecuaciéon de ondas para el campo eléctrico
(V2+E)E=0 (10.180)

Supongamos que contamos con dos soluciones, E7 y Ey que solucionan la ecuacién de ondas.
Veamos que su suma también soluciona dicha ecuacién

(V24 2) (Br + o) = (V24 k%) By + (V24 1%) By =040 =0 (10.181)

Supongamos pues que contamos con un conjunto de N fasores que representa ondas planas
_
que se propagan en la misma direccién {En }7 de forma que todos ellos solucionan la ecuacién

de ondas. Si ahora {C,,} es un conjunto de N niimeros complejos, sabemos que el siguiente
fasor

N
£=> CuE, (10.182)
n=1

También serd una solucién de la ecuacién de ondas. Ademds, como los fasores {En} repre-

sentan ondas planas, el fasor £ también representard una onda plana que se propagara en
la misma direccidon que las ondas representadas por los fasores originales.

Ahora volvamos atras un poco. Mientras soluciondbamos la ecuacién de ondas, hubo un
momento en el que decidimos, de manera arbitraria, que el campo eléctrico vibraria a lo lar-
go del eje x. Sin embargo, podriamos haber elegido que este campo vibrase a lo largo de un
eje arbitrario®, caracterizado por un vector unitario al que llamaremos é. Este vector, para
el caso de la propagacién a lo largo del eje z, se podra escribir en coordenadas cartesianas
como

é=az+ 0y (10.183)

Donde o y 8 son nimeros reales tales que
4+ pr=1 (10.184)

Utilizando este hecho, podemos expresar nuestro fasor £ en funcién de estos vectores uni-
tarios

N
=Y CnEnéy, (10.185)
n=1

Donde los {é,} son los vectores unitarios que indican el eje en el que vibran los campos
descritos por los {En}

Tenemos entonces que podemos escribir los fasores que representan ondas planas que se
propagan en una determinada direccién como una combinacién lineal de fasores que repre-
sentan campos que vibran a lo largo de un eje arbitrario, pero perpendicular a la direccién de
propagacién. La ventaja de hacer esto es que calcular el fasor intensidad de campo magnéti-
co es muy sencillo. En el apartado anterior hemos calculado el fasor campo H asociado a
un fasor E que oscila a lo largo del eje x. Este era un fasor que oscila a lo largo del eje y y
que se relaciona con el fasor E a través de la impedancia intrinseca.

Es sencillo convencerse de que si realizamos el mismo calculo con un fasor E que vibre
en un eje arbitrario, obtendremos un fasor H que vibre en un eje perpendicular. Como las

6Podria pensarse que la decisién de elegir propagacién en el eje z también es arbitraria, pero como pode-
mos situar nuestros ejes como queramos, siempre podemos alinear el eje z con la direcciéon de propagacién.
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ecuaciones de Maxwell son lineales, podemos escribir el fasor que representa la intensidad
de campo magnético asociada a 5 que llamaremos H de la siguiente manera

N ~
> CnBEyky (10.186)

Donde los {k”} son vectores unitarios que representan los ejes perpendiculares en los que

vibrara cada uno de los campos representados por los fasores H que estamos superponiendo.
La condicién que deben cumplir estos vectores unitarios es la siguiente

én X kp = (10.187)
O lo que es lo mismo, si el vector é,, viene dado por
en = and + Bny (10.188)

Entonces su vector perpendicular asociado, k,,, serd

n = —BnT + and (10.189)
Recordando que, para todo n, se cumple que
a + 82 =1 (10.190)

Ya sabemos la forma de la funcién F,,, ya que sea cual sea el eje en el que vibra el campo,
la condicién de onda plana nos impone que, para todo n
0E, 0E,
or Oy

=0 (10.191)

Por lo que la ecuacion diferencial para todas ellas sera la misma, y por lo tanto las funciones
E,, diferiran solo en el valor de las constantes de integracion. Sabiendo esto, si contamos
con una onda plana electromagnética que se propaga lejos de las fuentes, podremos escribir
los fasores que representan los campos eléctrico y magnético como combinaciones lineales
de ondas planas que vibran a lo largo de un tinico eje

N
2) =) Cped T tone, (10.192)

1 N
- Z J(kzton) (10.193)
o el

Resumiendo. Sabemos que existe un tipo concreto de onda plana, cuyo campo eléctrico
vibra sobre un tnico eje, y ademas sabemos que calcular el campo magnético asociado a
esta onda es muy sencillo. Sabemos ademds que, como la ecuacién de ondas es lineal, cual-
quier combinacién lineal de soluciones es también una solucién. Asi pues, como contamos
con un tipo de onda para la cual calcular H es muy sencillo, podemos descomponer un
fasor E cualquiera en una suma de campos eléctricos que vibran en un solo eje. Ahora,
como las ecuaciones de Maxwel son lineales, sabemos que el campo magnético asociado a
esta superposicién se puede obtener como la suma de los campos magnéticos asociados a
cada uno de los términos de la superposicién, que como ya sabemos, son sencillos de calcular.

Todo esto ha sido bastante denso, asi que vamos a ver un tipo concreto de estas super-
posiciones, las ondas polarizadas.
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10.8.3. Polarizacion de ondas planas

Pensemos en la siguiente superposicién de ondas que vibran en un tnico eje (ondas
linealmente polarizadas)

E (2,t) = Ey cos (wt — kz) & + Fs cos (wt —kz— g) 7 (10.194)
Antes de nada, veamos que esta onda es de la forma que hemos descrito en el apartado
anterior. El fasor que la describe es

E(2) = Bre % — jEye 7%y (10.195)
Que es claramente de la forma descrita por la ecuaciéon 10.192. Volviendo a la dependencia
temporal, podemos escribir nuestra onda como

—

E (z,t) = Fy cos (wt — kz) & + Easin (wt — kz) § (10.196)

Pensemos en un plano arbitrario perpendicular al eje z (la direccién de propagacién). Esto
es equivalente a considerar la ecuacién anterior para z = zy = cte. Tendremos entonces

—

E (z0,t) = Ej cos (wt — kzg) & + Egsin (wt — kzo) § (10.197)

Esta es la ecuacion paramétrica de una elipse en este plano z = zy. Ahora, si nos situamos
en otro plano distinto (2 = 21 = cte # 2p), tendremos también la ecuacién paramétrica de
una elipse, y si dejamos que el tiempo transcurra, la elipse descrita serd la misma. Asi pues,
en cada uno de los planos los vectores del campo eléctrico describirdn la misma elipse.

Ahora pensemos en la forma del campo en un momento determinado (¢t = ¢ty = cte). Ten-
dremos la siguiente ecuacién

—

E (z,tg) = E1 cos (wtg — kz) & + Egsin (wtg — kz) ¢ (10.198)

Esta es la ecuacién paramétrica de una hélice eliptica. Si miramos el campo en otro momen-
to posterior, seguiremos viendo una hélice, pero "adelantada” con respecto a la anterior.
Graficamente

Figura 10.2: Caso particular de polarizacién eliptica, la polarizacién circular (E; = E»).
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Si quisiésemos calcular el fasor campo H asociado a esta onda, tan solo habria que
utilizar la ecuacién 10.193 para llegar al siguiente resultado

= 1 , 1 ,
H(z) = ~Eie %)+ ~jEe %3 (10.199)
Ui Ui
Tomando la dependencia temporal
- E. E
H(z,t) = 72 cos (wt —kz+ g) 4+ 71 cos (wt — kz) g (10.200)
O, lo que es lo mismo
- FE. E
H(z,t) = —72 sin (wt — kz) & + 71 cos (wt — kz) g (10.201)

Es decir, dado un campo E elipticamente polarizado, el campo H asociado también estard
elipticamente polarizado, solo que desfasado con respecto al campo eléctrico.

En la siguiente figura se pueden ver los tres tipos de polarizacién maés frecuentes

Linear CEECED (R et Elliptical (Right Hand)
Polarization . Polarlzahop

r’{\ﬁ

Figura 10.3: Polarizaciones lineales, circulares y elipticas. Los términos right-handed y left-
handed se refieren a como los vectores del campo recorren la elipse con el tiempo.

10.9. Ondas planas en medios con pérdidas

Hasta ahora hemos trabajado con medios L.h.i de conductividad nula y sin fuentes (esto
es lo que supone utilizar la forma homogenea de la ecuacién de ondas fasorial). Dedicaremos
este apartado a discutir los médios 1.h.i sin fuentes, pero de conductividad no nula. En este
caso, la forma fasorial de la ecuacién para el rotacional de H serd

V x H=J+ jweE (10.202)
Utilizando la relacién constitutiva J = o &

V x H = (0 + jwe) E (10.203)
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Multiplicando y dividiendo el segundo miembro de la igualdad por jw, llegamos a

Vx = (e - jf) jwE (10.204)
w
Si ahora definimos la permitividad compleja, €,
e=ec—j2 (10.205)
w

A menudo, tomamos que € = € y — = ¢”, de manera que

o
w
—i - 1
€c =€ — je (10.206)
Podemos expresar la ecuacion fasorial como

V x H = jwe E (10.207)

Luego, para este tipo de medios, la forma fasorial de las ecuaciones de Maxwell serd

(10.208)
VxE-= —jwuﬁ

\Y xﬁ:jwecE_"

Tal y como hicimos en otros apartados, se pueden obtener ecuaciones de onda fasoriales de
este conjunto de ecuaciones. El resultado es que se obtienen las mismas ecuaciones que para
los medios 1.h.i de conductividad nula, pero sustituyendo € por €.. Las ecuaciones resultantes
son

V2E+kE =0 (10.209)

V2H + k?H =0 (10.210)
Donde k. es el nimero de ondas complejo, dado por
ke = wy/ect (10.211)

Podria parecer extrano estar trabajando con una permitividad compleja, pero es tan solo un
atajo para utilizar los resultados que hemos obtenido en apartados anteriores. Recordemos
que al hablar de fasores, los nimeros complejos dan una idea del desfase que tiene el campo
asociado, por lo que el hecho de que la permitividad sea compleja no representa ningin
problema.

Para resolver las ecuaciones de onda consideremos el caso de una onda linealmente polari-
zada a lo largo del eje x que se propaga en la direccién positiva del eje z. Ya resolvimos esa
ecuacion anteriormente, asi que ahora simplemente utilizaremos esa solucién sustituyendo
k por k.. Tendremos entonces que el fasor que describe el campo eléctrico sera

E (2) = Ege k%3 (10.212)
Ahora introduciremos la siguiente cantidad, conocida como constante de propagacion
v =jk.€C (10.213)

Por ser la constante de propagacién un nimero complejo, tendra en general una parte real
y una imaginaria. Si a y # son numeros reales, podremos escribir v como

y=a+jp (10.214)
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Y el fasor que representa el campo eléctrico serd
E (2) = Eype "% = Ege %974 (10.215)

De las ecuaciones de Maxwell, podemos obtener el campo como

H=2LvVxE (10.216)
LW

Realizando los calculos, llegamos a un resultado poco sorprendente
H=[%<EjeozeiBzy (10.217)
1

Vemos que el fasor campo H es idéntico al fasor campo eléctrico, salvo porque estd orientado
a lo largo del eje y, y por un factor multiplicativo. Para hacer mas evidente la analogia con
el caso de materiales de ¢ = 0, definimos la impedancia compleja del medio como

e = | & = |ne|e?® (10.218)
€c

Podemos expresar entonces los fasores de los campos como

—

E(z)=E(2)& (10.219)

d-Lp (2)9 (10.220)
Ne

Es el mismo resultado que para cuando o = 0, solo que ahora la impedancia es compleja,
lo que implicard que existira un desfase entre los campos eléctricos y magnéticos, debido a
que la fase de la impedancia modificara el término en el interior del coseno al pasar a la
dependencia temporal. Excepto este hecho, todo lo que era cierto en el apartado anterior
(la superposicion de soluciones, y las relaciones entre un fasor de campo eléctrico y su fasor
de campo magnético asociado) sigue cumpliéndose.

Veamos entonces la solucion al las ecuaciones de onda para estos medios

E (2) = Ege~“*e 8% (10.221)
H(z) = %e_aze_jﬁzgj (10.222)
Si ahora pasamos de los fasores a los campos dependientes del tiempo, tendremos que
E (z,t) = Ege™* cos (wt — 8z) & (10.223)
H(zt) = |§0| e Y cos(wt— Bz —0,)7 (10.224)

Veamos las diferencias con el caso en el que la conductividad es nula. En primer lugar, los
campos ya no estan en fase, sino que existe un desfase § debido a que ahora la impedan-
cia intrinseca del medio es nimero complejo. Sin embargo, lo mas importante es que ha
aparecido una exponencial decreciente delante. Esto significa que, a medida que la onda
se va propagando, su amplitud decae exponencialmente’. Es decir, cuando una onda elec-
tromagnética penetra en un material de conductividad no nula, solo puede avanzar una
determinada distancia hasta que su amplitud se vuelve despreciable®. Como el pardmetro

"Bstrictamente hablando, esto solo ocurre si a > 0. Es sencillo demostrar que si exigimos que la permi-
tividad sea un nimero real positivo, « ha de ser mayor que cero
8Esto es lo que se conoce como efecto piel. A la distancia para la cual la onda se ha atenuado en un

factor e~ !, que resulta ser i, se la conoce como profundidad de penetracién.
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a es el que rige esta atenuacion, se le llama constante de atenuacién. Por otro lado, como
el pardmetro 8 es el que controla la fase de la onda segin penetra en el material, se lo
conoce como constante de fase. Este pardmetro ademas estd relacionado con la velocidad de
propagacion de la onda. En efecto, si nos centramos en un punto de la onda que tenga una
fase constante

t
wt — fz =cte => z = Ly (10.225)
B 5
La velocidad de propagacién, u, serd
dz w
= — == 10.226

A continuacién, veremos como aplicar este resultado general para dos casos extremos: los
buenos conductores y los medios con pequenas pérdidas.

10.9.1. Medios con pequenas pérdidas

Un medio con pequenas pérdidas es aquel en que los efectos de la conductividad no nula
apenas se notan. Esto significa que €, estd muy cerca de ser un numero real. Mirando la
forma de esta constante, llegamos a que la condiciéon que debe de cumplirse es la siguiente

' <<€ = 0 << we (10.227)

Antes de nada, tenemos que darnos cuenta de que este comportamiento no es una carac-
teristica intrinseca de cada material, ya que depende de la frecuencia de la onda incidente. Si
para una frecuencia las aproximaciones que vamos a hacer son validas, para una frecuencia
mucho mas baja ya no lo seran. Una vez entendido esto, vamos a calcular la constante de

propagacion vy
v = jke = jw u(e—jg) = jw+/ € 1—]— (10.228)
V w i€

Ahora, utilizaremos el siguiente desarrollo en serie de Taylor. Para x lo suficientemente

pequenio
11
V1ida2 a1+ 3% gaﬂ (10.229)

o
Identificando x = j—, podemos escribir
JL€

: 2
jO’ o

Y, en funcién de € y €’

! 1 /€ 2
~ jwy/pe | 1 7] -+ 3 (6/) (10.231)

De esta forma, podremos aproximar las constantes de atenuacion y de fase por

1"
w; B (10.232)
€

my 2
B =Im(y) ~w\/pe (1 + % (i,) ) (10.233)

También se podria calcular la impedancia intrinseca compleja del medio

\f \/7 1—]7 7% (10.234)

a= Re(y)~
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Ahora, utilizando el siguiente desarrollo de Taylor para x lo suficientemente pequeno

1 1

xl— -+ -2 (10.235)

E identificando x = — ji/
L€

m _O') m ¢
o~y E(1+i=)=/E (14> 10.2
e \/:< i e,( +Je,> (10.236)

Que como podemos ver es un niumero complejo, asi que los campos E y H estaran desfasados.

Quizé lo més intuitivo sea calcular la velocidad de propagacion de la onda en este medio.

Esta serd
@ L1 l(y : < (10.237)
Uy = — X —— = i i
Pop Ve 8\ ¢ /€

Como se puede ver, es menor que la velocidad de propagacién en un medio sin pérdidas,
aunque no demasiado. Si se utiliza el desarrollo de Taylor para x pequeno

(1+2) '~1-z+2° (10.238)

"\ 2
E identificamos x = % ()

NELEN PR Y AT I (10.239)
upN,/,ue 8\ ¢ e '

10.9.2. Buenos conductores

Como su nombre indica, estos materiales son aquellos que presentan un elevado valor
de la conductividad, ¢. En cuanto a la aproximacién que consideramos, en términos de las
partes real e imaginaria de la permitividad compleja, es la siguiente

o
€ <<€ =o0>>we= —>>1 (10.240)

we
Al igual que en el caso de los medios con pequenas pérdidas, es importante darnos cuenta
de que, como la frecuencia de la onda w entra en nuestras aproximaciones, un medios no
es buen conductor en general, sino que es una caracteristica que depende de la onda que se

propague por el mismo.

Veamos entonces lo que resulta de aplicar esta aproximaciéon. Como ya sabemos, la constante
de propagacién viene dada, en general, por la siguiente expresion.

. . . .0
v = jke = jw/l€e = Jw/ueq |1 — i (10.241)

Ahora, utilizando nuestra aproximacién

YR Jwy/ e —j= (10.242)
we
Que, simplicando, resulta ser
v BT (14 ) (10.243)

2
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Ahora podemos calcular las constantes de atenuacién y de fase

wao

=

a = Re(y) = N (10.244)
B=1Im(y)~ WTU (10.245)

Vemos entonces que, para los buenos conductores, las constantes de fase y de atenuacién,
toman el mismo valor. Por otro lado, también podemos calcular la impedancia intrinseca

compleja
e = ¢ / \/> - j— o’ (10.246)

Ahora, utilizando nuestra aproximacién, podemos escribir que
1

ne (B (_ji)_§ = /I (10.247)
€ we g

Que, haciendo célculos, se puede emplear como

e~ B2 1+ ) = [Eei% (10.248)
ag o

Luego, bajo la aproximacién de buenos conductores, la fase de la impedancia es siempre de
45°. Juntando todo lo que hemos visto en este apartado, podemos escribir los fasores que
representan los campos E y H (considerando polarizacién lineal a lo largo de ejes arbitrarios
y propagacién a lo largo del eje z) como

Hwo - [pwao
— z —J z
= Fpe 2 ¢ 2 ¢ (10.249)

,uwa

H(z) = —E EO\/>e \/W ik (10.250)

Donde hemos empleado la misma nomenclatura para los vectores que describen los ejes en
los que vibran los campos que discutimos en el apartado sobre la polarizaciéon. Si ahora
pasamos a los campos dependientes del tiempo

[T

E (z,t) = Eoe_ 2 cos (wt — 4 IM;UZ> é (10.251)
[fwe
H (z,t) = Ey, //%)e 2 cos <wt — ,/%z — Z) k (10.252)

Finalmente, podemos calcular la velocidad de propagacion de una onda electromagnética en
estos medios

w 2w

/3 Ho
Para tener algo més de intuicién sobre el comportamiento de las ondas en estos materiales,

podemos reescribir esto como
2 1
uy ~ “6,/ (10.254)
e

Y recordando que L es el cuadrado de la velocidad de la luz en un medio
€

(10.253)

Up =

2
up ~ | —c (10.255)

g
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Ahora, para este tipo de medios estamos considerando que o >> we, asi que analizando
la expresién anterior, podemos concluir que en los buenos conductores, las ondas electro-
magnéticas se propagan a una velocidad muy inferior a la de la luz.

10.10. Densidades de potencia instantanea y media

Como ya hemos visto, los campos E 'y H que solucionan la ecuaciéon de ondas homogénea,
y que forman ondas planas, se pueden escribir de la siguiente manera

E (z,t) = Ege™* cos (wt — fBz) é (10.256)

—

E .
H(z,t) = ﬁe‘o‘z cos (wt — Bz —0,) k (10.257)

Donde estamos considerando propagacién a lo largo del eje z y polarizacién lineal (ya sa-

bemos que superponiendo varios campos linealmente polarizados podemos construir senales
mas complejas). Utilizando estos campos, podemos calcular el vector de Poynting

2 ,—2az R
S (z,t) = % cos (wt — Bz) cos (wt — Bz — b)) (é X k) (10.258)

Si ahora recordamos la condicién que tienen que cumplir los versores é y k, dada por la
ecuacion 10.187, tenemos que

2 ,—2az
S(z,t) = E0|e77| cos (wt — Bz) cos (wt — Bz —0,) 2 (10.259)

Luego el vector de Poynting apunta en la direccién en la que se propaga la onda. Si re-
cordamos que el vector de Poynting es el flujo de potencia transmitida por el campo elec-
tromagnético, tiene bastante sentido que apunte en la direccién de propagacién. Ahora,
empleando la siguiente identidad

cos (a + b) + cos (a — b)

cos (a) cos (b) = (10.260)

2
Podemos escribir el vector de Poynting como
N E2672az
S (z,t) = 02‘7‘2 (cos B, + cos (2wt — 2Bz — 6,))) (10.261)
Ne

Esto es lo que se conoce como el valor instantdneo del vector de Poynting. Dado un instante
determinado, podemos conocer el valor de este vector en todos los puntos del espacio. Sin
embargo, ya que el vector de Poyinting nos da una idea de la potencia que transmite el
campo, en ocasiones es util trabajar con el valor promedio de este vector, que se define
como

<§> = ;/OTg(z,t) dt (10.262)

Donde T' = 277’ es el periodo de las ondas planas. Si realizamos la integral, llegamos a que el
valor medio del vector de Poynting de una onda plana linealmente polarizada que se propaga
en la direccién del eje z es

R E2 —2az
<S> = 20 cos6,z (10.263)
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10.11. Caso general. Propagaciéon en direcciones arbi-
trarias

Durante todo el desarrollo teérico, nos hemos basado en el hecho de que contamos con
libertad a la hora de escoger nuestro sistema de ejes para simplificar el tratamiento de la
propagacién de ondas planas, ya que hemos asumido que estas se propagan siempre en la
direccién del eje z. No obstante, si bien para desarrollar la teoria fijar la direccién de propa-
gacién es sencillo, existen muchos casos practicos en los que, por un motivo u otro, queremos
orientar nuestros ejes de una manera determinada que puede no ser la 6ptima para describir
la onda.

Consideremos entonces un sistema de ejes cartesianos, XYZ, caracterizado por el conjunto
de vectores unitarios {&, ¢, 2}. Sea ahora p un vector unitario que apunta en la direccién
de propagacién de la onda. Ahora podemos introducir un nuevo sistema de ejes cartesianos

X'Y’Z’, caracterizado por el conjunto de vectores unitarios {:E/, g]/, 5’}, tales que p = 2! (es
decir, alineamos el eje Z’ con la direccién en la que se propaga la onda). El sistema de ejes
primados es con el que hemos estado trabajando durante todo el tema, por lo que podemos
escribir los fasores que representan los campos F y H de una onda plana cualquiera como
una superposicién de ondas planas linealmente polarizadas.

N
E() =Y Cpe(etifle, (10.264)
n=1
N C .
H(z)=>" nie—z (+ib),, (10.265)
=1 e

Donde de nuevo, los {é,} y {fﬂn} son los vectores unitarios que describen los ejes per-

pendiculares a la direccién de propagacién. Recordemos que estos vectores han de cumplir
que R
n Xky,=2'=p Vn (10.266)

Ahora la pregunta es como deshacerse de esta dependencia de z’, y expresar estas soluciones
en funcién de pardametros correspondientes al sistema de referencia sin primar. Para ello,
pensemos en una manera alternativa de escribir z’

—

2=l (10.267)

Donde 7’ es el vector de posicion referido al sistema de referencia primado. Ahora, como
el producto escalar de dos vectores es independiente de la base en la que estén expresados,

podemos escribir z’ como
!

Z=7=7p (10.268)
Donde 7 es el vector de posicion referido al sistema de referencia sin primar.
Es decir, para un sistema de referencia cualquiera, podemos expresar una onda plana que se

propaga en la direccién marcada por el vector unitario p como una superposicién de ondas
linealmente polarizadas. En forma fasorial

N
E (7) = Z Ce~ TP atib)g (10.269)
n=1
i/
E(F) = Z Zn o=(@p)atib) (10.270)

Ne

n=1
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Y los campos dependientes del tiempo seran

—

N
E (7,t) = e~ (™D Z |C| cos (wt — B (7 D) + dy) én (10.271)
n=1

(7 t) = cos (wt — B (7 P) + 6n — 0y) kn (10.272)

10.11.1. Expresién general para <§>

Vamos a expresar el vector de Poynting en funcién de los fasores campo
S = Re [E (7) ej“’t} x Re [ﬁ (7) eﬂ‘wt} (10.273)

Donde, ahora que sabemos expresar ondas planas en sistemas de referencia arbitrarios, los
fasores dependen de 7 en lugar de z. Si ahora descomponemos los fasores en sus partes reales
e imaginarias

E =Ep+jE; (10.274)

H=Hp+jH; (10.275)

Estos fasores siguen dependiendo de 7, pero dejaremos de indicarlo por simplicidad. El vector
de Poynting serd

S =Re {(ER +jE_"1) (coswt +jsinwt)] X Re [(FIR +jﬁ1> (coswt +jsinwt)} (10.276)

Haciendo el calculo nos queda que

sin 2wt

S = (ER X ﬁR> cos?® wt + (EI X ﬁ;) sin’ wt + KER X ﬁz) + (E} X ﬁR)] 5
(10.277)
Ahora, si tenemos en cuenta que

1
—/ cos? (wt) d —/ sin? (wt) d =3 (10.278)

1 (7

1 / sin (2uwt) dt = 0 (10.279)

T Jo
Podemos escribir el valor promedio del vector de Poynting de la siguiente manera

N 1r/= . L
<s> =5 [(ER X HR> + (EI + H,)] (10.280)
Se puede comprobar que esto es equivalente a escribir
~ 1 L

<S> = SR [E x H } (10.281)
Donde H* es el complejo conjugado del fasor que representa el campo magnético. Esta es
una expresién completamente general, valido para cualquier combinacién de campos E y H.

En el caso de ondas planas que se propagan en la direccién marcada por p, esta expresion
se transforma en

N N C *
(Z Cne(F'ﬁ)(OtﬂLjﬁ)én) % <Z "Le(F'ﬁ)(aJrjﬁ)];"L) ] (10.282)
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Que se puede escribir como

3\ _ L —@pe N~y Gl
< >_ 5 Re ;mzzl - (en X km)] (10.283)
Y redistribuyendo términos, llegamos a la siguiente expresién
<§> L arip, ZN: ZN: O 630 (é x k )] (10.284)
21nd |2 2 CnEm @ (B

Que, como es légico, sigue siendo un vector que apunta en la direccién del eje z.

10.12. Ondas en direcciones opuestas

Volviendo atrés, recordemos que al resolver la ecuaciéon de ondas homogénea para el fasor
campo eléctrico en un medio en el que admitamos una conductividad nula (de manera que
la permitividad es ntmero real), obtenfamos la expresién de la ecuacién 10.165

E(2) = (Bpe % 4 B_et%*) ¢ (10.285)
Donde ahora hemos utilizado un eje arbitrario caracterizado por k en lugar del eje x. Du-
rante el desarrollo anterior, identificamos el primer sumando con una onda que se propaga
en la direccién positiva del eje x, mientras que el segundo se correspondia con una onda
que se propaga en la direccién negativa de dicho eje. Antes fijamos a cero el coeficiente
FE_, argumentando que nos interesaba tan solo la onda que se propagaba en la direccion
positiva. Sin embargo, podriamos haber hecho lo contrario y tratar la onda que se propaga
en la direccién negativa.

El hecho de que la solucién a la ecuacién de ondas sea la suma de una onda que se propaga
en la direccién positiva y de otra que se propaga en el sentido contrario hace que podamos
hacer todos los tratamientos anteriores considerando la contribucién de la onda que se pro-
paga en la direccién negativa. Los cdlculos y derivaciones son exactamente los mismos que
en el caso de la propagacién en una unica direccién, y el resultado es que podemos construir
senales polarizadas a partir de la combinacién lineal de ondas que se propagan tanto en
direccién 4z como -z. Los fasores que representan los campos E y H seran entonces

N N
E (2) = Z Cne—z(a-i-jﬁ)én + Z Crzn(aﬂ—jﬁ)ém

(10.286)
n=1 m=1
N o _ N oo _
H(z) = Z T"e—Z(a+Jﬁ)kn _ Z Tmez(a-ﬂﬁ)km (10.287)
n=1 "¢ m=1 ¢

Donde los primeros sumandos representan ondas que se propagan en direccién +z y los
segundos, ondas que avanzan en direccién -z. Como apunte, podria parecer que, al no haber
un signo menos en la exponencial de atenuacién para las ondas que se propagan en -z (que
van multiplicadas por e*?), la amplitud de estas deberia diverger. No obstante, si recorda-
mos que para estas ondas, z decrece a medida que avanzamos en el tiempo, el problema se
soluciona.

Lo dltimo que tenemos que tener el cuenta es el signo menos que acompana a los faso-
res de campo magnético que representan ondas propagandose en direccién -z. Esto es un
hecho que, mateméticamente, surge de la ecuacién de Maxwell? V x E = —juwH. Podemos

9Tan solo hay que repetir el cdlculo para ondas en direccién +z, pero ahora el signo de la exponencial
estd cambiado.
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motivar esto recordando la condicién que tenian que cumplir los versores €, y kn
én X kp=p (10.288)

Donde p es un vector unitario que apunta en la direccién en que se propagaba la onda
(en el caso de propagacién a lo largo del eje z, p = 2). Ahora, la direccién de propagacién
estd marcada por el versor —Z. Si ahora los k’,, son los versores que caracterizan los ejes
perpendicualares en los que vibran los campos magnéticos asociados a un campo eléctrico
que se propaga en direccién -z, la condicién que se tiene que cumplir es
n X k' =—2 (10.289)
De donde se deduce facilmente que .
k' = —ky (10.290)

Explicando asi el signo menos.

10.12.1. Ejemplo: Onda estacionaria en el vacio

Vamos a considerar un ejemplo sencillo. Consideremos la siguiente superposicién de
ondas planas linealmente polarizadas que se propagan en el vacio

E (2) = Ege %4 + Eye’**3 (10.291)

El fasor campo magnético correspondiente se puede calcular utilizando la forma fasorial de
las ecuaciones de Maxwell.

- E ; Ey .
H(z) = 706‘““@ — =ity (10.292)
Los campos dependientes del tiempo seran
E(z,t) = Re [E (2) ej‘*’t] (10.293)
H(zt) = Re [Hr (2) ejwt] (10.294)
Haciendo los célculos, tendremos que
E (z,t) = Eqcos (wt — kz) & + Eq cos (wt + kz) & (10.295)
S E E
H (z,t) = =2 cos (wt — k2) § — =2 cos (wi + kz) § (10.296)
n n

Desarrollando los cosenos de sumas, podemos expresar estos campos de una manera mas
compacta.

—

E (z,t) = 2Ey cos (kz) cos (wt) & (10.297)
H(zt) = 220 in (kz)sin (wt) § (10.298)
n

Llegamos a expresiones conocidas, las ondas estacionarias'®. Una de las caracteristicas in-
teresantes de estas ondas es que no acarrean un transporte neto de energia. Podemos com-
probar que nuestra onda electromagnética estacionaria también cumple esto si calculamos
el valor promedio del vector de Poynting

| . .
<S> = S Re [E (2) x H* (2) (10.299)

Haciendo el calculo con los fasores que ya hemos visto en esta seccion, resulta que
<§> —0 (10.300)

Podemos comprobar entonces que el valor promedio del flujo de energia asociado a esta onda
electromagnética es nulo.

10Estos fenémenos se estudian en profundidad en Mecanica Clésica I
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Capitulo 11

Circuitos de corriente alterna

A lo largo de este tema generalizaremos lo que se introdujo en el capitulo 6, extendiendo
la teoria para poder tratar adecuadamente voltajes que varian con el tiempo.

11.1. Limitaciones de la teoria de circuitos. Campos de
variacion lenta

En temas anteriores hemos introducido ya el concepto de circuito eléctrico, y dedujimos
las dos leyes que nos permiten describir su comportamiento frente a fuentes de potencial
constantes, las leyes de Kirchhoff. Ahora nos gustaria considerar fuentes de potencial que
varien con el tiempo, pero esto nos lleva a un cierto problema.

Como ya hemos visto en el tema anterior, la solucién a las ecuaciones de onda para el
potencial escalar y el potencial vector nos lleva a unas funciones que llamabamos potencia-
les retardados. Cudnto mas nos alejabamos del punto fuente, méas tardaban en notarse los
cambios en dichas fuentes, debido a que los campos electromagnéticos, y las perturbaciones
en los mismos se propagan a una velocidad finita, la de la luz. Esto es un gran inconveniente,
ya que los circuitos cuentan con geometrias complejas, y si tenemos que tener en cuenta un
retardo distinto para cada uno de los puntos del mismo, el problema se complica demasiado.

Por suerte, en el tema anterior también vimos una solucién a este problema cuando hablamos
de los potenciales cuasiestacionarios. Demostramos que, si se cumplen ciertas condiciones,
podiamos considerar que no existe el retardo entre que se produce un cambio en la fuente
hasta que los potenciales se modifiquen. La condicién que se tenia que cumplir para que
esta aproximacién sea vélida es la siguiente. Si D es la distancia entre la fuente y el punto
donde estamos midiendo

D <<\ (11.1)

Ahora, teniendo en cuenta que

A
= )\= "= 11.2
T ¢ w (11.2)

Podemos escribir la condicién de campos de variacién lenta (cuasiestacionarios) de la si-

guiente manera

2
D << € (11.3)
w

2mc
Es decir, que las dimensiones del circuito deberan ser mucho menores que —. Como se pue-

w
de ver, para un circuito determinado, que estas aproximaciones sean o no validas dependera
por completo de las caracteristicas de la onda electromagnética que se propaga por la misma.

161
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Siempre que encontremos un problema en el que queramos aplicar la teoria de circuitos
que desarrollaremos en este tema, es muy importante confirmar que estamos dentro del ran-
go de aplicacién de la propia teoria. De ahora en adelante, asumiremos que la aproximacion
cuasiestacionaria se cumple, sin mas comentarios.

11.2. Voltajes y diferencias de potencial

A lo largo de este tema, hablaremos con mucha frecuencia de la diferencia de potencial
entre dos puntos. Sin embargo, ya sabemos que en el caso en en que exista un campo
magnético el campo eléctrico ya no es conservativo, puesto que segin las ecuaciones de
Maxwell

. 0B
VXxFE=—— 11.4
% ot (114)
De donde se deduce lo siguiente
9A
E=-VV-=— 11.5
5 (11.5)

Integremos ambos términos a través de un camino arbitrario v que une los puntos a y b.
Aplicando el teorema del gradiente, obtenemos la siguiente expresién

o A
/E'dF:Va—%—/i‘dF (11.6)
~ 5 Ot
Y como v no depende del tiempo
. d [ -
/E~dF:Va7be—/A-dr" (11.7)
v dt J

Tenemos entonces que la circulacién del campo eléctrico a través de un determinado camino
(a la que llamaremos voltaje entre esos dos puntos) se puede descomponer en dos términos.
El término V, — V,, al que nos referiremos como diferencia de potencial entre a y b, y un
término que depende explicitamente del camino de integraciéon. Consideremos ahora una
trayectoria cerrada I" dada por la unién de los caminos v1 y 72

Si integramos en esta trayectoria cerrada tendremos que

fﬁ-dﬁ: E-di+ | E-dF (11.9)
r 71

V2

Que podemos escribir como

j{E-dF:—(Va—V},)—(VQ,—Va)—i/ A’-df—i/ A di (11.10)
r dt ! dt V2

fﬁ-d;— ——y{A a7 (11.11)
I

Utilizando el teorema del rotacional, siendo S una superficie cualquiera limitada por I'

?{E dF = /(VXA) ds——dt/Bd % (11.12)

Donde & es el flujo magnético. Este resultado significa que podemos establecer al siguiente
relacién

O, lo que es lo mismo

//T~df+/ A.di = (11.13)
71
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O, lo que es lo mismo

//Y-df:fb—/ A dr (11.14)
1 72

Para convertir esta expresién en algo 1til, es conveniente escribir explicitamente en que
direccién estamos recorriendo cada camino

b a
/ A-df’:q)—/bA-dF (11.15)
e V2
O, lo que es lo mismo
b b
/ fY~df'=<I>+/ A-dF (11.16)
st 2
Ahora, sustituyendo v = 1 en la ecuacién 11.7, tendremos que
b d .
/aE~df':Va—Vb—% aA-df’ (11.17)
71 71
Que como acabamos de demostrar, se puede expresar en funcién del flujo
b b
., dd d -
E-di=V,-V))———— [ A-aF 11.1
/a AR R LY (11.18)
71 Y2
Si ahora tenemos en cuenta que, utilizando de nuevo la ecuacién 11.7 se llega a
b d .
/E-dF:Va—Vb—%/ A-dr (11.19)
72 V2
Podemos combinar las dos ultimas ecuaciones en una forma més simple
b b
o - dd
/aE-drzfaE-dr—E (11.20)
71 72

Hemos llegado a un hecho bastante preocupante, y es que el voltaje entre dos puntos no es
dnico, ya que depende de como lo midamos. Pensemos en la siguiente figura

Figura 11.1: Dos maneras distintas de medir el voltaje entre los puntos 1 y 2.

Segun lo que acabamos de deducir, las medidas utilizando la configuracién a son distintas
a las realizadas en la configuracion b. Esto es un gran problema para el desarrollo tedrico,
donde queremos hablar de voltajes sin tener que especificar la manera de medir. Es aqui
donde entra en juego la segunda aproximacién sobre la que se sustenta la teoria de circuitos,
y esta es que consideramos que los campos electromagnéticos se encuentran confinados en el
interior de los elementos del circuito, de manera que el campo magnético (y por lo tanto el
flujo magnético) fuera de los conductores es nulo. Bajo estas condiciones, voltaje y diferencia
de potencial coinciden, y ademds el voltaje no depende de la configuracién de medida (es
decir, el camino escogido para la circulacién del campo eléctrico).
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11.3. Senales periddicas

Introduciremos ahora algo de notacién. En primer lugar, a lo largo de todo el tema
consideraremos variaciones temporales de tipo sinusoidal, tanto para las intensidades como
para las diferencias de potencial. De esta manera, podremos utilizar fasores para representar
dichas cantidades. A lo largo de todo el tema, utilizaremos letras minisculas para referirnos
a la senal dependiente del tiempo, y letras maytisculas para referirnos al fasor que representa
dicha senal. Por lo tanto, escribiremos

i(t) = Re [Ie/*"] (11.21)

v (t) = Re [Vel*!] (11.22)

11.4. Resistencias, inductores y condensadores

Los tres elementos pasivos que estudiaremos en este tema son la resistencia, el inductor
y el condensador. Veamos como afecta una senal alterna a las caidas de potencial en cada
una de estos elementos.

11.4.1. Resistencias

Este es el caso mds simple. Consideremos una resistencia de valor R a la que llega una
intensidad de la forma
i(t) = Re [Ie’*"] (11.23)

Utilizando la ley de Ohm, podemos determinar la caida de potencial en esos elementos
v=iR=R- Re[Ie’'] = Re [IRe’*"] (11.24)

Ahora, comparando con la ecuaciéon 11.22, podemos determinar el fasor que representa la
caida de potencial en una resistencia
V =1IR (11.25)

Como R es un numero real, sabemos que en una resistencia, el voltaje y la intensidad estaran
en fase.

11.4.2. Inductores

Los inductores son secciones de circuito (generalmente bobinas) con un coeficiente de
autoinduccién L. Para hallar la diferencia de potencial generada en estos elementos utlizamos
la ley de Faraday

d¢ di
mdT dt

Esta es la expresién para la fuerza electromotriz inducida, que como ya sabemos se opone
al paso de la corriente. Podemos decir entonces que

(11.26)

di

= Li
o] =L

(11.27)
Pensemos ahora en el signo que tiene que tener esta diferencia de potencial. Si tenemos
una bobina que es recorrida por una intensidad i, que entra en la bobina por un extremo
que llamaremos a y sale por otro que llamaremos b, como el campo eléctrico apunta a los
minimos de potencial, sabemos que el potencial en b es menor que el potencial en a, y por
lo tanto

V=10 —vp >0 (11.28)
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Y de esta manera

=L— 11.2
v o ( 9)

Ahora buscamos una relacién entre los fasores. Para ello, tomamos
jwt d jwt
Re [Vel“t] = L%Re [Te/“] (11.30)
De donde se deduce que ‘ ‘
Re [Ve'“'] = Re [jwLIe’"] (11.31)

Y por lo tanto, tendremos la siguiente relacién entre fasores
V = jwLI (11.32)

Comprobamos que ahora el voltaje estd desfasado 90° con respecto a la intensidad.

11.4.3. Condensadores

Consideremos un condensador caracterizado por una capacidad C, que por definicién
sera

c=- (11.33)

Podemos manipular esta expresion para llegar a

1
v = a/idt (11.34)
Expresando esto en funcién de los fasores

Re [Vel*t] = é / Re [Ie™'] dt = Re {jw]cejwf] (11.35)

De donde obtenemos la siguiente relacion entre fasores

1
=—1 11.36
jwC ( )
Vemos que en este caso también existe un desfase relativo de 90° entre el voltaje y la

intensidad.

11.5. Impedancia

Definimos la impedancia de un elemento de un circuito como el cociente entre los fasores

voltaje e intensidad

= % eC (11.37)

Cabe destacar que, a pesar de ser un nimero complejo que provenga del cociente entre dos
fasores, la impedancia no es en si misma un fasor, ya que no representa una magnitud que
varia en el tiempo. Es simplemente una constante de proporcionalidad.

Utilizando las relaciones entre los fasores voltaje e intensidad para resistencias, inducto-
res y condensadores que hemos deducido en el apartado anterior, podemos calcular las
impedancias asociadas a estos elementos

Zy =R (11.38)

Z;, = jwL (11.39)
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J
Zo=-=5 (11.40)
Podemos pensar en la impedancia como un equivalente a la resistencia en el caso de la
corriente continua (de hecho, para los elementos en los que la dependencia temporal no es
relevante la impedancia es igual a la resistencia). De esta manera, para calcular impedancias
equivalentes a asociaciones en serie o paralelo de diferentes elementos utilizaremos las mis-
mas expresiones que si se tratasen de resistencias ordinarias, con la salvedad de que ahora

la impedancia es un ntimero complejo.

Consideremos entonces el ejemplo clasico, un circuito RLC en serie

I R L C

V

Figura 11.2: Circuito RLC en serie

La impedancia total de este circuito vendra dada por la suma de las impedancias de sus
distintos elementos.

Z:ZV+ZL+ZC:R+ij—WJ—C:R+jX (11.41)

Donde a Y, la parte imaginaria de la impedancia, se la conoce como reactancia. A menudo
separamos esta reactancia en dos términos

XL = jwlL (11.42)
N (11.43)
wC'

Donde xr, recibe el nombre de reactancia inductiva, y x¢ el de reactancia capacitiva.

11.6. Analisis de circuitos

A la hora de resolver un circuito, nos interesa hallar la intensidad que recorre cada una
de sus ramas como funcién del tiempo. Para hacer esto en el caso de la corriente continua
contdbamos con las leyes de Kirchhoff

D ig=0 (11.44)
k

Z’Uk = ZRkik (11.45)
k k

Se puede demostrar que en el caso de la corriente alterna, las leyes de Kirchhoff toman exac-
tamente la misma forma, pero reemplazando la resistencia por la impedencia y trabajando
con fasores en lugar de sefiales instantdneas

> =0 (11.46)

V=Y Zul (11.47)
k
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Al trabajar con fasores, nos ahorramos trabajar con ecuaciones diferenciales complicadas
(resolver las ecuaciones de Maxwell), y nos limitamos a resolver sistemas de ecuaciones
lineales con coeficientes complejos, algo mucho mas simple.

11.6.1. Valores eficaces

Definimos el valor eficaz asociado a una determinada senial alterna como el valor de la
intensidad o voltaje continuo que, a lo largo de un periodo T y sobre una resistencia R,
disipara la misma cantidad de calor. Para una senal continua, sabemos que

Q=1IRT (11.48)

Para una sefial alterna, donde i = i (¢), el calor disipado vendréd dado por la siguiente integral

Q= R/OTZ'2 (t) dt (11.49)

De donde podemos despejar la intensidad eficaz

T
Ij= ,/%/0 i () dt (11.50)

Para calcular el voltaje eficaz, partimos de la expresién para el calor disipado en funcién del

voltaje eficaz
2

Ver
Q= (11.51)

Para la senal alterna, el calor vendra dado por

1,
Q:E/O o (¢) dt (11.52)

De donde se deduce una expresion idéntica a la de la intensidad eficaz

Vj = ‘/;/OTM (t) dt (11.53)

Si ahora pensamos en la forma de las senales alternas que estamos considerando, es decir,
aquellas que se pueden representar mediante fasores, estas seran

v (t) = Vp cos (wt + 9) (11.54)

i(t) = Ipcos (wt + 6) (11.55)

Sustituyendo estas formas en las expresiones para el voltaje e intensidad eficaces, llegamos
al siguiente resultado

Iy
Iy=-—2 11.56
f \/5 ( )
Vi
Vop = — (11.57)

V2

11.7. Potencia en un circuito alterno

Recordemos que, para un circuito de corriente continua, la potencia disipada viene dada
por la ley de Joule
P=VI (11.58)
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En los circuitos de corriente alterna ocurre lo mismo, pero ahora, como tanto la intensidad
como el voltaje dependen del tiempo, la potencia disipada también lo hara

P (t) =iv (11.59)

Recodemos que, en nuestro caso, las senales alternas vendran en referencia a un coseno, con
la misma frecuencia y con un desfase entre la intensidad y el voltaje

i(t) = Ipcos (wt) (11.60)

v (t) = Vp cos (wt — @) (11.61)

Vamos a expresarlo en funcién de los valores eficaces, ya que mas adelante simplificara los
resultados

i (t) = V215 cos (wt) (11.62)
v (t) = V2V, 5 cos (wt — ) (11.63)

De modo que la potencia instantanea serd
P (t) = 2Vegl.5 cos (wt) cos (wt — ) (11.64)

Empleando identidades trigonométricas, la potencia instantanea se puede escribir de una
forma maés ntil
P (t) = Veglepcos (@) 4+ Vegles cos (2wt + @) (11.65)

A partir de esta potencia instantanea se pueden definir varias cantidades.

11.8. Potencia activa y factor de potencia

Definimos la potencia activa como el promedio de la potencia disipada en un periodo

Powy = (P) = ;/OTP(t) dt (11.66)

Haciendo la integral, tendremos que
Pyt = Veerf cos (1167)
Al término cos p se lo conoce como factor de potencia, el cociente entre la potencia activa
y el producto de los valores eficaces de la intensidad y el voltaje
Pact
Ief Vef

También podemos utilizar la definicién de impedancia para deducir otra expresién para la
potencia activa

cosp = (11.68)

Z = — 11.
- (11.69)

Que, escribiendo nuestros fasores
g Vo _ V2V, oo
IOeijsa \/EIO
Ahora, utilizando la férmula de Euler para la exponencial compleja y utilizando los resul-
tados para los valores eficaces

(11.70)

Ve .
Z = 7 L (cos i + j sin ) (11.71)
ef
Ahora, utilizando la definicién de resistencia
Ve
R=Rel[Z] = L cos (11.72)
Iy

Este resultado nos permite escribir la potencia activa de la siguiente manera

Paet = RIZ (11.73)
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11.8.1. Potencia reactiva y potencia aparente

Definimos las potencias aparentes y reactivas como

Pop = IofVey (11.74)

Preac = efvef Sin@ (1175)

Para ver la utilidad de estas expresiones, consideremos el siguiente producto de fasores

VI* =21.4V.el? =2V, 1.; (cosp + jsin ) (11.76)
Se puede ver que
Re[VI*] = 2P, (11.77)
Im[VI*] = 2Preqc (11.78)
Y ademas
|VI*| =2P,, (11.79)

Vemos que al trabajar con los fasores originales arrastramos todo el rato un factor 2. Para
ello, en ocasiones se trabaja con fasores eficaces

[ =TI e (11.80)

V=V.f (11.81)

Utilizando estos fasores, ya no arrastramos el factor de 2

Re [f/f*] = Py (11.82)
Im {f/f*} = Preae (11.83)
VI*| =P, (11.84)

11.8.2. Teorema de Tellegen

El teorema de Tellegen es la expresién del principio de conservacién de la energia para
circuitos alternos. Nos dice que, a lo largo de un determinado circuito con N elementos
(entendiendo por esto fuentes de tensién, intensidad y elementos pasivos), se verificard la
siguiente igualdad

N
> ik () ok (t) =0 Vi (11.85)
k=1

No demostraremos formalmente este teorema, pero no deberia resultar dificil de aceptar, ya
) ’
que es posible reescribirlo de la siguiente manera

o Py= > P (11.86)

Fuentes Elementos
pastvos

Es decir, toda la potencia aportada por las fuentes es consumida por los elementos pasivos.
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11.9. Resonancia en un circuito RLC en serie

Consideremos de nuevo el ejemplo del circuito RLC en serie

II
{ L Ie
I R
L
v

Figura 11.3: Circuito RLC en serie

Ya hemos calculado en un apartado anterior la impedancia compleja asociada a ese
circuito

1
Z = j | WL — — 11.
R+]<w wC> (11.87)

El médulo de esta impedancia es sencillo de calcular

7] = \/R2 + <wL _ wl0>2 (11.88)

Dado que el pardametro R es fijo, tendremos que la impedancia compleja alcanzard su valor
minimo cuando se de la siguiente condicion

1

1
= — =
wC “ VvLC

Cuando se da esta situacién decimos que el circuito se encuentra en resonancia. Como se
puede ver en la ecuacién anterior, esto ocurre cuando la frecuencia de las senales alternas
toma un valor determinado, conocido como frecuencia de corte

wL wo (11.89)

o 1
fo = 72%\/@ (11.90)

En esta situacién, la impedancia del circuito toma su valor minimo (y ademés serd un
nimero real, ya que toma el mismo valor que la resistencia). Si ahora tenemos en cuenta la
relacion entre los fasores asociados al voltaje y a la intensidad

I=— 11.91
Z (11.91)

Es sencillo deducir que, para un circuito en resonancia, la intensidad asociada a un deter-
minado voltaje es maxima. En ocasiones, resulta mas comodo trabajar con la admitancia

1 (11.92)

Y
Z

Que, al igual que la impedancia, en general se trata de un nimero complejo. Asi como la
impedancia es minima para un circuito RLC serie en resonancia, la admitancia de dicho
circuito toma un valor maximo.

En las siguientes graficas se puede observar el comportamiento de los distintos pardmetros
caracteristicos de un circuito resonante.



11.10. FACTOR DE CALIDAD 171

11.10. Factor de calidad

Para un determinado circuito, su factor de calidad Q se define como

E,
=2r— 11.93
Q=27 (11.93)
Donde E, es la energia maxima que se puede almacenar en el circuito y Fy es la maxima
energia disipada en un periodo.

Ahora veremos como se calcula cada uno de los términos que aparece en esta expresion.
La energia disipada en un periodo es sencilla de obtener. No hay méas que multiplicar la
potencia activa por el periodo de la senal alterna (recordemos que la potencia activa se
obtiene integrando a lo largo de un periodo la potencia instantédnea disipada). Tendremos

entonces que
RI?’T

Eq= PoutT = (RIZ;) T = (11.94)

La energia maxima almacenada es un término que depende de la forma del circuito, asi que
para entender como se calcula veremos algunos ejemplos

11.10.1. Circuito RL en serie

Consideremos el siguiente circuito

JjwlL

Figura 11.4: Circuito RL en serie

En este circuito, la energia tan solo se puede almacenar en la bobina inductora. El valor

de la energia almacenada serd

1
E,= 12 L (11.95)

2 max

Por lo que el factor de calidad vendrd dado por

s12..L  2rL  wL
_gp 2imest _27L Wl 11.96
Q= TRp. T RT R (11.96)

max

11.10.2. Circuito RC en serie

Ahora pensemos en el siguiente circuito

I
—j/wC

Figura 11.5: Circuito RC
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Este caso es muy similar al anterior. Ahora el Unico elemento que almacena energia es
el condensador, por lo que el valor de la energia maxima almacenada serd

1
E, = §Cvﬁm (11.97)
Ahora, teniendo en cuenta que el médulo de la impedancia del condensador es
—j 1
7l =|—L| = — 11.98
2l=\-61= o6 (11.98)
Podemos expresar la energia maxima almacenada como
112
. = ——24% 11.99
2 w2C ( )
Y por lo tanto, el factor de calidad sera
1lng, 1
=2or 2wl = 11.100
Q=T T wOR (11.100)

11.10.3. Circuito RLC en serie

Consideremos por ultimo el caso del circuito RLC

II
{ L Ie
| R
L
v

Figura 11.6: Circuito RLC en serie

En este caso, para calcular la energia maxima almacenada hay que tener en cuenta
que esta se dard en el estado de resonancia (ya que la intensidad serd méxima para un
deteminado voltaje). En todo momento, la energfa total almacenada serd la misma, asi que
para calcularla de manera sencilla utilizaremos los casos extremos. Cuando el voltaje en
el condensador es mdximo (y por lo tanto la intensidad en la bobina es nula) y cuando la
intensidad en la bobina es méxima (y el voltaje en el condensador igual a cero). La energia
almacenada serd

1 1
E, = icvnzw = §LI’%“” (11.101)
Y el factor de calidad vendra dado por
WQL 1
= = 11.102
Q R WORC ( )

Ademids de este valor tedrico, existe una forma experimental de obtener el factor de calidad
de un circuito RLC en serie! si tomamos medidas de la intensidad que circula por el circuito
en funcién de la frecuencia de la senal, obtendremos la siguiente gréfica

IEsto es ttil para las practicas de laboratorio
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Iy

070715~

rid/s
Hz {o c.ps.)

Figura 11.7: Intensidad de corriente frente a la frecuencia. Se muestra el valor médximo de
la intensidad, Iy, que se da cuando el circuito entra en resonancia, asi como las frecuencias

Iy
, aquellas para las que I = — =~ 0,7071]
f1y fasaq P q 7 0
Iy

7

La potencia consumida en un periodo (energia disipada) por el cicuito cuando I =
sera

E;=R—T=— (11.103)

Exactamente la mitad que en el caso de la intensidad méaxima, por lo que los puntos asociados

a las frecuencias f; y f2 se llaman puntos de potencia mitad. El factor de calidad se puede
calcular como
wo fo Jo

Wy — w1 fo—fi  BW
Donde BW es el ancho de banda del circuito.

(11.104)

11.11. Teoremas de Thévenin y Norton

En el campo de la teoria de circuitos existen dos teoremas de gran importancia que
simplifican mucho el andlisis de circuitos: los teoremas de Thévenin y de Norton. En estos
apuntes no demostraremos los teoremas, sino que nos limitaremos a enunciarlos.

En primer lugar, el teorema de Thévenin establece que cualquier red lineal se puede sustituir
por un generador de tensién v, y una impezancia Zpp, dispuestos en serie, conocidas como
voltaje e impedancia Thévenin, de manera que sus efectos sobre cualquier elemento externo
a la red lineal son los mismos que los de la red inicial. El valor de Vpj, es igual al voltaje Vj
que produce la red lineal en los terminales de salida cuando se desconecta la carga y se deja
el circuito abierto

RED LINEAL

Figura 11.8: Sustitucién de una red lineal por su equivalente Thévenin. Para hallar Vi,
no hay mds que provocar un cortocircuito entre los terminales A y B (desconectando la
impedancia Z,), y calcular el voltaje entre estos dos terminales
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Por lo tanto, tendremos que el fasor que representa la intensidad que recorre la red lineal
en el estado de cortocircuito (cuando Zj, = 0) serd

Vrn

11.105
Zrn ( )

Icorto =
El teorema de Norton es la versién dual del de Thévenin, y establece que cualquier red
lineal se puede sustituir por una fuente de intensidad i y una impedancia Zy dispuestos
en paralelo. El fasor asociado a la intensidad se puede calcular como

v
Iy = 21 (11.106)
Zrh
Y la impedancia sera
ZnN = Zrp, (11.107)

Gréficamente, el teorema de Norton se puede representar a través de la siguiente figura

RED LINEAL

Figura 11.9: Sustitucién de una red lineal por su equivalente Norton

11.12. Transformadas de Laplace

En esta seccién introduciremos una herramienta mateméatica muy util, la transformada
de Laplace?. Esta serd una introduccién poco formal a estas transformadas, ya que nos li-
mitaremos a definirla y a describir sus propiedades, sin pararnos en las demostraciones.

En esencia, la transformada de Laplace es una manera de obtener una funcién a partir
de otra, de manera que las variables de estas dos funciones son diferentes. Para ver como se
hace este proceso, partiremos de una funcién compleja de variable real, a la que denomina-
remos f (t).

Ahora vamos a imponer ciertas condiciones sobre f (), necesarias para que exista la trans-
formada . En primer lugar, la funcién debe estar definida para ¢t > 0. La segunda condicién,
v la mas importante de ellas, es que la funciéon ha de ser de orden exponencial. Esto quiere
decir que tiene que existir nimeros reales o y 3 tales que

If (1)] < et (11.108)

Para valores de t lo suficientemente altos. Intuitivamente, podemos decir que una funcién es
de orden exponencial cuando nunca crece més rapido que una funcién exponencial. Para las
funciones que nos interesan a nosotros, daremos por hecho que se cumplen estas condiciones,
sin pararnos a verificarlas en cada caso. De esta forma, definimos la transformada de Laplace
L[f (t)] = f (s) a partir de la siguiente integral

f(s)= /Ooof(t) e "'dt (11.109)

Donde s es una variable compleja, a la que a veces se la conoce como frecuencia compleja.

2La transformada de Laplace y otras transformadas integrales se estudian en detalle en MMVTI.
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11.12.1. Transformada inversa

Existe una manera general de calcular la transformada inversa de una funcién (es decir,
obtener f(t) a partir de f(s)). La transormada inversa viene dada por una integral de
contorno en el plano complejo

3T
f(t)—i lim fw e*tf (s)ds (11.110)
y=J3T

o 277] T—00

Donde v es un nimero real tal que la regién en la que se integra es aquella donde esta
definida la transformada.

11.12.2. Algunas transformadas utiles

Como se puede ver en las secciones anteriores, tanto realizar una transformada de la
Laplace como invertirla® a través de las integrales es un proceso muy engorroso, por lo que
suele ser mas sencillo conocer una serie de transformadas de antemano. En la siguiente tabla
se recogen las més utiles.

3Especialmente invertirla
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Table of Laplace Transform Pairs
Fied F(s)
1 Impulso Unitario (¢ ) 1
o e 1
2 Degrau Unitario 1(t) =
1
3 t =
4 il (n= 123 1
(n—1)'" 77 el 5"
|
5 t",(n = 1,23,..) i n
sll"
1
6 E‘—d[
s+a
7 te ot ;
¢ G+a)r
1 n-1 —at _ ;
B m[ e n=1223..) Gran
: n!
9 the Jdn= 123 .. m
o
10 e wt Trar
11 t -
wos o 52 4+ w?
w
12 senhwt g
5 H
13 cosh wt m
14 L e :
EU =) (s +a)
1 1
—at —bt
13 el Al (s+a)s +b)
~bt -at 3
= b—n(m‘ L (s+a)s+h)

Figura 11.10: Transformadas de Laplace més utilizadas

Es posible demostrar todas estas transformadas, y se hace detalladamente en métodos
matematicos VI.

11.12.3. Propiedades de la transformada

Ahora introduciremos una serie de propiedades de la transformada de Laplace. A lo largo
de este apartado utilizaremos que f (¢) y g () funciones complejas de variable real tales que
admiten transformada de Laplace, y f (s) y g (s) serdn sus transformdas.
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Linealidad:
Si a y 8 son nimeros complejos, se cumple que

Laf (t) + B9 ()] = af (s) + G (s) (11.111)

Traslaciones de tiempo y frecuencia. Reescalado del tiempo Si a es un ntmero
real, se cumplen las siguientes propiedades

Le"f(t)] =f(s—a) (11.112)
Lif(t—a)]=e""f(s) (11.113)
LIf (at)] = éf (2) siazo (11.114)

Transformada del producto de una funcién por el monomio t" Sin es un nimero
natural, se verifica la siguiente igualdad

nd"f(s)
ds™

Lit"f ()] =(-1) (11.115)

Transformada de la derivada de una funcién La transformada de Laplace de la
n-ésima derivada de una funcién viene dada por

n

I |:f(n) (t)] _ Snf'(s) _ Z Sn*kf(kfl) (0) (11116)

k=1

1
Transfomada de una funcién multiplicada por n Esta propiedad se expresa como

L Ef(t)} = /:Of(r) dr (11.117)

Convolucién de Laplace Definimos la convolucién de Laplace de dos funciones de la
siguiente manera

F@)xg(¥) Z/Ooof(T)g(t—T) dr (11.118)

Esto resulta 1util porque la transformada de una convolucion es el producto de las transfor-
madas de las funciones que intervienen en la misma

LIf(6)xg(®)]=f(s)3(s) (11.119)

11.12.4. Aplicaciones para la resolucién de circuitos

Hasta ahora nos hemos limitado a introducir la transformada y a enunciar sus propie-
dades, pero hasta ahora no hemos hecho ninguna mencién al uso que le vamos a dar. La
utlidad de la transformada de Laplace se hace algo més evidente si nos fijamos en la pro-
piedad que nos dice cual es la transformada de una derivada, y es que esta no es mas que
un polinomio. Asi pues, la transformada de Laplace nos permitird pasar de una ecuacién
diferencial en el dominio del tiempo a un polinomio en el dominio de la frecuencia compleja.
Una vez resulto el problema en este dominio complejo, podremos realizar una transformada
inversa para volver al dominio temporal, habiendo obtenido la solucién al problema. Veamos
algunos ejemplos de como se puede aplicar esto a casos concretos.
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Circuito RC en serie
Consideremos un circuito RC en serie al que se conecta una fuente de potencial que genera
una sefial en el tiempo cualquiera, a la que llamaremos v (t)

I
——w—|
~j/wc

Figura 11.11: Circuito RC serie. La senal de entrada es arbitraria

Al estar los elementos dispuestos en serie, en todo momento se cumplird que el voltaje
de entrada se divide entre la resistencia y el condensador

v (t) =vg (t) + ve (t) (11.120)

Donde v es la caida de potencial en la resistencia, y vc en el condensador. Ahora podemos
utilizar la ley de Ohm y la definicién de capacidad para escribir
t
v (t) = Ri(t)+ QT() (11.121)
Donde i (t) es la intensidad que circula por el circuito. Ademas de esto ,podemos expresar
la carga @ (t) de la siguiente manera

t

Q) =Qu+ [ ita (11.122)

1
0

Sustituyendo en la ecuacion para los voltajes, llegamos a la siguiente expresion

v (t) = Ri (1) + % /Ot i () dt (11.123)

Antes de utilizar la transformada de Laplace, vamos a reescribir esta expresiéon de un modo
que nos serd de mayor utilizar, en funcién de una convolucién

v (t) = Ri(t) + %z (t) *1 (11.124)

Ahora vamos a aplicar la transformada de Laplace a ambos miembros de la igualdad. Em-
pleando la linealidad de la transformada, y la propiedad relacionada con las transformadas
de las convoluciones, llegamos a que

v (s) = Ri(s)+ %%(s) L[] (11.125)

Consultando la tabla de transformadas

1

v(s) = Ri — 11.126
5(s) = Fi(s) + (11.126)
Reorganizando términos, podemos despejar ¢ y obtener
. v 1
Ris) = 28] _ Qo (11.127)

s—l—% 65—1—%
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Ahora hay que realizar la transformada inversa, y para ello es conveniente manipular esta
expresion para obtener una suma de transformadas conocidas. Utilizando que conocemos la
funcién v (t), podemos sumar y restar la cantidad v (0) = vy en el numerador del primer
sumando, obteniendo

sv(8) — v + vo Qo 1

Ri(s) = 11.128
(s) . Ttk ( )
Reorganizando términos, llegamos a
< v (s) — 1 1
Ri(s) = 28] —v _ Go + o (11.129)
4+ L C s+ L 4 L
ST RC ST RC ST RC

A partir de esta expresion es sencillo invertir la transformada. Procediendo paso a paso,
partimos de una propiedad de la transformada para escribir

Ll f(t)] = f(s+a) (11.130)
De lo que se deduce que
L7 f(s+a)] =e f (1) (11.131)
Si unimos esto al hecho de que L[1] =1 = L~ [ }
1 1 Lt
L | =e = (11.132)
s+ RC

Por otro lado, la transformada inversa de la otra funcién se puede escribir en términos de
una convolucion

L [SU(S)_UO] LU (11.133)
1
. . . dv (t) ., . . .
Si definimos v (t) = 7 y 7 = RC, la solucidén a este problema para un voltaje arbitrario
vendra dado por
t t 1 t o—t

i(t) = %677 - %677 + 7/, v(o)e = do (11.134)

O, de forma mas compacta
i(t) = %Oe*% Cio 4 Ev xe (11.135)

Circuito RL en serie Pensemos ahora en un circuito RL en serie al que le conectamos
una fuente de potencial que genera una senal cualquiera a lo largo del tiempo, v (t).

I
— Ww
R JjwlL

Figura 11.12: Circuito RL en serie

De nuevo, planteamos que el voltaje proporcionado por la fuente se divide entre la
resistencia y el inductor
v(t) =vg (t) + v (t) (11.136)
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Utilizando relaciones conocidas, podemos escribir esto de la siguiente manera

di (1)

v(t) = Ri(t) + L=

(11.137)

Ahora, tomando la transformada de Laplace de ambos miembros y utilizando sus propieda-
des
¥ (s) = Ri(s) + sLi(s) — Lig (11.138)

Donde ig = i(t =0). Como en todo momento la intensidad en todos los elementos del

circuito es la misma, podemos relacionar la intensidad con el voltaje utilizando la ley de

Ohm.
Yo

i =4 (11.139)
Si hacemos esta sustitucion y despejamos {(s), llegamos a la siguiente expresion
~ Vo 1 19 (3)
_ Y 2 11.140
Y deshaciendo la transformada llegamos a la solucién general del problema
, 1 .
i(t) = Dt 1 oy (t) xetE (11.141)

R L

O, escribiendo la convolucién de forma explicita

t
. vo 4 1 B(5_t)
i(t)= —e 'L —|——/ v(o)er do (11.142)
R L/



Capitulo 12

Lineas de transmision y antenas

En el tema anterior hemos tratado con circuitos de dimensiones reducidas en las que eran
validas las aproximaciones que dan lugar a los potenciales cuasiestacionarios. Una linea de
transmisién es un circuito en el que, en general, estas aproximaciones no seran vélidas.

12.1. Introduccidon a las lineas de transmision

El modelo mas simple de una linea de transmisién se recoge en la siguiente figura

g Linea de transmision

bt—

Figura 12.1: Esquema bésico de una linea de transmision

Las lineas de transmision son utilizadas para intercambiar senales entre lugares alejados.
La linea de la figura estd formada por dos conductores rectos y paralelos, separados a una
distancia mucho més pequenia que su longitud. Al final de cada uno de estos conductores
hay una impedancia y/o una fuente de tensién/ intensidad. Debido la gran separacién entre
los extremos de una linea de transmisién, las dimensiones de la misma son comparables a la
longitud de onda de los campos que se propagan en su interior, por lo que la aproximacion
de los potenciales cuasiestacionarios ya no es valida, sino que los campos electromagnéticos
variaran en magnitud y fase a lo largo de la linea.

A lo largo de este tema, a menos que se diga lo contrario, asumiremos que estamos tra-

tando con campos que varian en el tiempo de forma sinusoidal, de forma que podremos
utilizar la notacion fasorial.

181



182 CAPITULO 12. LINEAS DE TRANSMISION Y ANTENAS

12.2. Modelo de conductor: linea coaxial

En general, los conductores que forman las lineas de transmisién pueden ser de cualquier
tipo, pero uno muy utilizado es el cable coaxial, por lo que vamos a dedicar esta seccién a
calcular la disposicion de los campos en este tipo de conductores. En primer lugar, un cable
coaxial tiene la forma que se indica en la figura

2b

Dieléctrico

Figura 12.2: Cable coaxial. Los campos se propagan por la region dieléctrica.

Para modelar el avance de una onda electromagnética a lo largo de este cable coaxial (que
por comodidad, vamos a alinear con el eje z) vamos a considerar el potencial ¢ en un plano
transversal del cable, y una vez calculado, obtendremos el campo eléctrico multiplicando el
gradiente de este potencial por un factor ondulatorio

E (z,t) = Re | —Vgel (@=F2) (12.1)

Empecemos entonces a calcular el potencial en un plano, para ello, partiremos de la siguiente
ecuacién

V-E=0 (12.2)

Ya que no estamos ante distribuciones de carga. Ahora podemos expresar el campo eléctrico
en funcién del potencial escalar y el potencial vector.

0A
V- (—v - 8t> =0 (12.3)

De donde de deduce que
0 =
Vi + o (v - A) —0 (12.4)
Utilizando el gauge de Coulomb podemos fijar a cero el valor de la divergencia del poten-
cial vector !. Si hacemos esto, tendremos que resolver la siguiente ecuacion diferencial en

coordenadas polares planas
Vi =0 (12.5)

Con las siguientes condiciones de contorno

¢p(r=a)=0 (12.6)

1Es importante darse cuenta de que al hacer esto estamos forzando una situacién electrostética a la hora
de calcular este potencial, ya que estamos implicando que el potencial escalar no depende del tiempo.
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¢ (r=>0)=do (12.7)

Para resolver esta ecuacién, desarrollemos el operador laplaciao en coordenadas polares
planas

V2 =

19 ( a¢> L& _, (12.8)

r——mF - =
ror \ or 72 Q2
Por razones de simetria, el potencial escalar no puede depender de la coordenada or lo
bl b
que nuestra ecuacién diferencial pasa a ser

o <T87‘) =0= e k1 (12.9)

Donde k1 = cte € R. Si ahora integramos la ecuacién anterior, obtenemos el potencial en
funcién de dos constantes reales

¢ (r) =kiln(r) + ko (12.10)

Ahora solo tenemos que aplicar las condiciones de contorno, que nos llevan al siguiente
sistema de ecuaciones

kiln(a) + ke = 0
{klln (b) + k‘g = d)o (1211)
La solucién de este sistema es
by o 00
a
n(3)
(12.12)
ko — doln (a)
2= a
mn(3)
Y por lo tanto, el potencial serd
®o poln (a)
o (r)=— ~n(r) — —<~ (12.13)
in (%) In (%)

Como ya hemos dicho, podemos calcular el campo eléctrico a partir de la siguiente expresion

—

E(r,z,t) = Re [—V(;Sej(“’t*kz)} = Re

P0__ . i(wt—kz)
— wt=rz 12.14
rin (g)re ( )

Una vez tenemos el campo eléctrico, es sencillo calcular H. Para ello, empecemos identifi-
cando el fasor asociado al campo eléctrico

E(r,z) = l&fe—j’“ (12.15)

De las ecuaciones de Maxwell en su forma fasorial, obtenemos la siguiente relacién entre los
fasores

H=-LvVxE (12.16)
Hw

Haciendo esta operacién (recordando que hay que utilizar el rotacional en coordenadas
cilindricas), obtenemos la siguiente expresién para el campo magnético

- k —Jjkz —jkz
H(rz) = & goe p € doe 5

= = I _ 12.17
pw rin (%) v worin (%) v ( )
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Y tomando la dependencia temporal

H (r,zt) = Re (12.18)

€ (]50€j(Wt_kz) .
p (e

Luego, a lo largo de una linea de transmisién coaxial, los campos electromagnéticos tienen
la forma que se indica en la figura.

AR

e eN |

.V

e

Configuracion de campos TEM
[ Transversal ElectroMagnético)

Figura 12.3: Propagacion de los campos electromagnéticos en un cable coaxial. Las lineas
continuas representan el campo eléctrico, y las discontinuas el magnético.

A este tipo de propagacién se la conoce como propagacién transversal, y a las ondas
resultantes se las llama ondas TEM (transversales electromagnéticas). Siguiendo esta no-
menclatura, también podemos definir la impedancia TEM como

ZreM = \/g (12.19)

De modo que

. d)oefjkz

H(r,2z) = p (12.20)

ZTEMT'ZTL (%) v

12.3. Modelo de parametros distribuidos

Ya sabemos que no podemos considerar una linea de transmisién como un circuito or-
dinario tal y como los que tratdbamos en el tema anterior, ya que en ellas no se cumplen
las hipétesis de la teoria de circuitos (que los potenciales cuasiestacionarios son una aproxi-
macién valida). Sin embargo, si que podemos utilizar los conceptos del tema anterior para
estudiar las lineas de transmision, pero modificindolos un poco. Para ello, consideremos un
fragmento pequeno de la linea.
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I{z,t)

+

V(zt)

Az

Figura 12.4: Seccién pequena de una linea de transmision, a lo largo de la cual se transmite
una sefial alterna I (z,t), suponiendo que la linea estd alineada con el eje z.

Ahora, vamos a modelar esta seccién de longitud Az por un circuito equivalente, idéntico
a los circuitos del tema anterior, con la salvedad de que ahora no tendremos elementos
pasivos, sino que toda la seccién contard con ”densidades”de estos elementos (tendrd una
resistencia por unidad de longitud, una inductancia por unidad de longitud, etc.). El modelo
es el siguiente.

Iz, t) I{z + Az, t)
o AA - - -
+ &> WA Yy "I'
Rz LAz
S
-
Viz.t) Gar = CAr Viz+ Az 0
e —
<
|
- o -
. .
Az

Figura 12.5: Modelo circuital de parametros distribuidos. Es importante recordar que, aun-
que estemos representando elementos pasivos de forma individual, en realidad estos repre-
sentan densidades de resistencia, inductancia, ...

Veamos a que se corresponden cada uno de los pardametros que aparecen en este esquema

Resistencia por unidad de longitud (R):

Es un pardmetro relacionado con los conductores que transportan la intensidad, y su in-
terpretacion fisica es la misma que la de una resistencia ordinaria. El hecho de que la
conductividad de los conductores sea finita hace que estos se opongan al paso de la coriente.

Inductancia por unidad de longitud (L):

Este parametro también estd relacionado con los conductores, y representa la inductancia
mutua entre los dos conductores que forman la linea de transmisién (como el campo que se
propaga en uno de ellos afecta al del otro, y viceversa).

Capacidad por unidad de longitud (C):

Este término estd relacionado con el dieléctrico que separa ambos conductores, mas concre-
tamente con la capacidad del ¢condensador”formado por los dos conductores separados por
el dieléctrico.

Conductancia por unidad de longitud (G):

R

. . . . 1 .
Recordemos que la conductancia es la inversa de la resistencia (G = — |. Este término se
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asocia con las pérdidas en el dieléctrico que separa los dos conductores.
Para sefiales que varfan de forma armonica con el tiempo (aquellas que admiten representa-

cién fasorial), podemos plantear las leyes de Kirchhoff. En primer lugar, vamos a considerar
el circuito equivalente, por simplicidad.

A I{z. t) . I{z + .-J.z.:‘] B

* AN YY" +
+ Riz Laz L bl N +
¥izt) i ffj‘ c——— CAZ Viz + Az 1)
L]
-—
- J
D C
Az
Figura 12.6: Circuito equivalente al de la figura anterior.
Aplicando la ley de las mallas a ABCDA, obtenemos la siguiente ecuacién
—Vi(z+Azt)—1(2,t)(R+jwl)Az+V (2,t) =0 (12.21)
Y la ley de los nudos aplicada al nudo N nos lleva a
I(z,t)=1(z+Az1t)+V (2+Az1) (G+jwC) Az (12.22)
Manipulando las ecuaciones anteriores, podemos llegar a
v Az, t) =V (z,t
A2 =VEYD -y (R4 jwl) (12.23)
Az
1 Az, t) —1(z,t
A2 =TEYD |y, 4 A1) (G + jwC) (12.24)

Az

Y si ahora tomamos el limite Az — 0, obtenemos las siguietnes ecuaciones diferenciales

W = — (R+jwL) I (z1) (12.25)
Méj H__ (G + jwC) V (2,t) (12.26)

Para resolver estas ecuaciones, empezamos derivandolas con respecto a z, obteniendo las
siguientes expresiones

O*V (z,t) _ oI (z,t)
%I (z,t) ) AV (z,t)

Ahora, como sabemos el valor de las derivadas de I y V con respecto a z (dadas por 12.25
y 12.26), podemos sustituir su valor, y llegamos a que tanto la intensidad como el voltaje
cumplen la misma ecuacién diferencial

0%V (z,1)

52 = (BHjwl) (G+jwO)V (z,t) (12.29)
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0?1 (2,t)
022
Conocemos la solucién general a estas ecuaciones diferenciales, ya que son idénticas a las
formas fasoriales de la ecuacién de ondas que estudiamos en el capitulo 10. Empezando por
ejemplo con el voltaje, tendremos que se puede expresar como la superposiciéon de una senal
que se propaga en el sentido positivo del eje z, y otra en el sentido negativo.

= (R+ jwl) (G+ jwC) I (z,1) (12.30)

V (2,t) = Re [Ae?*'™7% + Be/¥!177] (12.31)

Donde, al igual que en temas anteriores, A y B son ntimeros complejos y v es la constante
de propagacién compleja

y=a+jB=+(R+jwL)(G+ jwC) (12.32)

Para hallar la intensidad, podriamos resolver la correspondiente ecuacién diferencial, pero
es mas sencillo utilizar la ecuacion 12.25 para escribir

1 oV (z,1)

I(z,t)=— 12.33
(z,%) (R+jwLl) 0z ( )
De donde se obtiene que
I(z,t) = Re {7,14@]“”2 — T pewttr= (12.34)
(R + jwL) (R+ jwL)

Y si ahora definimos la impedancia caracteristica de la linea de transmisién como

R+ jwL
20 = 7% 12.35
0 G+ jwC ( )

La intensidad se puede escribir como

A . A .

I(z,t) = Re | ——l¥!77% 4 —eIwit7= (12.36)
Zy Z

Por similitud con los campos que obtuvimos en el capitulo 10, sabemos que estas soluciones

se corresponden con una superposicién de ondas que se propagan en sentidos opuestos de

eje z, con una velocidad de propagacién, u, dada por

Up = 3 (12.37)
Al igual que hicimos en temas anteriores, podemos hacer consideraciones con respecto
a los materiales utilizados. La mas simple de todas es suponer que no existen pérdidas
(R =G =0), con lo que tendremos que

a=0 (12.38)
B8 =wVvLC (12.39)
L
Zo=1\/= 12.4
0=1\/7 (12.40)
Y por lo tanto
1

w
P w/ILC VIO

Para una determinada linea de transmisién (es decir, una vez se especifica el tipo de con-

ductores con los que estamos trabajando), podemos calcular los pardmetros caracteristicos

de la linea.
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12.3.1. Parametros distribuidos en una linea coaxial

Vamos a considerar una linea de transmisién formada por dos conductores coaxiales,
admitiendo que no existen pérdidas (G=R=0), y vamos a calcular el valor de la inductancia
y la capacidad por unidad de longitud.

Empezando por la capacidad, pensemos en un fragmento de cable coaxial de longitud Al.
Si la longitud es lo suficientemente pequena, podemos admitir que la diferencia de potencial
entre los dos conductores que lo forman a lo largo de dicho fragmento es aproximadamen-
te constante, y llamaremos a esta constante V. Ademas, podemos considerar que, en este
pequeno fragmento, la dependencia en z de los campos electromagnéticos se hace también
despreciable. Asi pues, podemos escribir la energia almacenada en este condensadorgomo

(CAZ / E?dv (12.42)

Sustituyendo el valor de F (r) que calculamos antes en este tema, tendremos que

(CAD Y, / - dy / / ™ der = i @ (12.43)

Y si despejamos C de esta ecuacién (la longitud diferencial Al desaparece al simplificar),

obtenemos el siguiente resultado
2me

C= n ) (12.44)

Se puede hacer exactamente lo mismo con la energia magnética, planteando la integral?

LANIG = = H2d 277 d d > I—gi 12.45
( l’L v = SO rar Z4ﬂ_2 7'2 ( N )

Realizando la integral y despejando L, obtenemos que

L=tm <b> (12.46)

21 a

Y por lo tanto, tendremos que

B =wVIC = w\/jie (12.47)

Y la velocidad de propagacion

| €

1 _ c

B Ve Ve

(12.48)

Up:

Y la impedancia caracteristica sera

_ L _In(3) \/ﬁ

12.4. Coeficiente de reflexion

Pensemos en una linea de transmisién de longitud 1, al final de la cual se encuentra la
impedancia receptora, Z;. Ya sabemos que la tensién a lo largo de la linea viene dada por

la siguiente ecuacion _ _
V (2,t) = Re [Ae™ 7%/ + Be?el*] (12.50)

2Donde hemos supuesto que la intensidad a lo largo de este fragmento de linea no depende de Z, y donde
Io Vo

21 - ZTEM
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Definimos el coeficiente de reflexién, p, como el cociente entre los coeficientes que acompatian
a la onda que se propaga en direccién -Z y la que se propaga en direccién +7Z (a partir de
ahora las llamaremos onda reflejada y onda incidente, respectivamente), cuando z = .

Be!

P= i = Ip| €% € C (12.51)

Vamos a trabajar un poco con esta definicién. Para ello, consideremos el fasor que representa
el potencial en la linea

V (2) = Ae™ 7% 4 Be? (12.52)

Cuando z = [, tendremos que
V(l) = Ae™ " + Be (12.53)

Que se puede expresar en funcién del coeficiente de reflexién
V()= Ae "+ pAe 7 = (14 p) Ae™ ! (12.54)

Por otro lado, en ese mismo punto, el fasor intensidad sera

A B A
I(]) = -l _ — (1= it} 12.55
()= e = e =(L=p) 7 (12.55)
Si ahora nos fijamos en este final de la linea
+
I
Zy

Figura 12.7: Situacién al final de la linea, donde I (1) incide sobre Zp,

La forma fasorial de la ley de Ohm nos dice que
ViO=I1)Z. (12.56)
Sustituyendo los valores de los fasores, tendremos que

1+p

71, =7, 12.57
L= 2ot (12:57)
Y si de la ecuacién anterior despejamos el coeficiente de reflexion
75 — Zy
=== = 12.58
= 7 ( )

Se puede ver que en el caso Zy = Zj, el coeficiente de reflexién se anula, y por lo tanto no
existe senal reflejada. Cuando se da esta situacion se dice que la linea de transmisién estd
adaptada.
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12.5. Relaciones de tensién

Supongamos que tenemos una linea de transmisién desadaptada (Zy # Z1). En este caso,
p # 0, y existirdn tanto una onda transmitida como una reflejada. Esto generara un patrén
de interferencia a lo largo de la linea, con el voltaje (y la intensidad) adoptando valores
méximos en los puntos en que la onda reflejada y la transmitida estén en fase, y valores
minimos cuando estdn en oposicién de fase. Estos valores méximos y minimos vendran dados
por

B

WVinaa| = Al + |B] = |4] (1 ; '|A') (12.50)
B

[Vinin| = [|A] = |B]| = ‘|A< - ||A||)‘ (12.60)

Definimos la razén de onda estacionaria , S, como el cociente entre el voltaje maximo y el
voltaje minimo

[A]|

_NVimael |1t 1B
S = T = T (12.61)

|B|

Que se puede expresar de manera mas elegante en términos del coeficiente de reflexién

1+ |p]
1—|pl

(12.62)

Ahora, como sabemos que |p| € [0,1], entonces S € [0,00). Destacar que cuando tenemos
una onda estacionaria (p = 1), la razén de onda estacionaria se hace infinita.

12.6. Antenas y campos lejanos

Imaginemos que tenemos unas fuentes, que podemos modelar mediante una determinada
distribucién de corrientes, y que nos interesa calcular el campo electromagnético en puntos
muy alejados de estas fuentes. En esta secciéon veremos como abordar este problema

Figura 12.8: Esquema del problema. Consideremos fuentes que varian de forma armoénica
con el tiempo y que estan confinadas en un volumen finito V.
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Por mayor comodidad, vamos a definir R = ‘F —r! ‘ Por otro lado, que las fuentes varien

de forma arménica implica que las podemos modelar mediante una distribucién de corrientes
que admite representaciéon fasorial

-

J(z,y,2,t) = Re [f(m, Y, 2) ej“t} (12.63)

Si ahora recurrimos a la ecuacién 10.111, podemos escribir el potencial vector de la siguiente
manera

-

/
O - (12:64)
™ Jv

Recordando que A = t — R,/ug€g es el tiempo retardado. Escribiendo la expresién de

=

J (x,y, 2, A) en funcién del fasor, tendremos que

T FWA 7,7
/ J(x,y,z) eI dv ] (12.65)
1%

/Y(x, Yy 2, \) = KO pe

47 R

Y teniendo en cuenta que

JwA = jwt — jwR\/ ey = j (wt — kR) (12.66)

Podemos escribir el potencial vector como

/_l'(x, y,z,t) = Z—;)_Re

7 j(wt—KkR) q,,/
/ J(z,y,2)e dv ] (12.67)
v R

Inspeccionando la ecuacién anterior es sencillo obtener el fasor que representa el potencial
vector

(12.68)

> po [ J(x,y,2) e IRy
A =—
(‘,I:’ y’ Z) 47_[_ /‘/ R

A partir de este fasor, podemos calcular el fasor que representa el campo magnético
B(x,y,2) =V x A(x,y,2) (12.69)

Para calcular el campo eléctrico podriamos hacer lo mismo, pero para ello necesitariamos la
funcién ¢ (x,y, z,t), que dependerd de la distribucién de cargas en las fuentes. Para evitar
tener que usarlas, podemos emplear la forma fasorial de la ecuacién de Ampere-Maxwell

V x B = poJ + pocowjE (12.70)

En nuestro punto lejano, estamos lo suficientemente alejados de las fuentes como para con-
siderar J = 0, de modo que

2

—

C
E = —
(z,y,2) j

(v XV x A(z,y, z)) (12.71)

Y ya hemos calculado el fasor campo eléctrico sin necesidad de conocer la distribucién de
cargas en las fuentes.

Ahora vamos a introducir la aproximaciéon de campo lejano que consiste en encontrar una
mejor expresion para R. Empezando por su definicién

N

R=|(z—2)V+@—y) +(z-2) (12.72)
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Si expresamos X, y, z en coordenadas esféricas y manipulamos la expresién anterior, llegamos
a la siguiente forma para R

1
2

N 2
2
R=r|1+ (:) - (2’ sin 6 cos p + 4 sin @ sin ¢ + 2’ cos 9)‘| (12.73)

En primer lugar, sabiendo que r’ << r, podemos aproximar R por

2

2
R~r [1 — = (2’ sinf cos p + y' sin O sin ¢ + 2’ cos 9)} (12.74)
r

Si ahora renombramos £ = (2’ sin 0 cos ¢ + y' sin 6 sin ¢ + 2’ cos @), tendremos que

[N

R~r {1 - iﬁ] (12.75)

Si ahora consideramos la expansién en serie de Taylor en torno a £ = 0, podemos escribir
R como
R~r— (2'sinfcosp+y sinfsing + 2’ cosf) + O (r™') (12.76)

Donde con O (7‘_1) nos referimos a los términos de orden =™, con n > 1. Si consideramos

que estos términos son despreciables, podemos aproximar el fasor que representa el potencial
vector como

1 Ho gy J_'(xay7z) ejkL I
A ~ —e/ ——d 12.77
(@) foe [ ZELEE g, (12.77)
Si ahora consideramos que r — £ & r, podemos escribir que
R —gkr - )
A(z,y,2) ~ %/ J(z,y,2) /" dv (12.78)
mr v

Y el campo dependiente del tiempo serd, de manera aproximada

Al(z,y,2,t) ~ HO pe [ejkr/ J(z,y,2) e dv’ (12.79)
4rr v

Lo interesante de estas aproximaciones es que hemos conseguido expresar el fasor potencial
vector como el producto de dos funciones

—

A(z,y,2) = E(r)a(0,¢) (12.80)
Donde £ es un fasor que representa una onda esférica
poe 7

E(r)=—— 12.81

()= "2 (12.81)

Y a(f¢) es una funcién direccionalmente ponderada

a(0,¢) = /V T (z,y,2) e d (12.82)

Esta funcién direccional tiene una importante relacién con la potencia radiada por la antena.
Para ello, vamos a calcular el valor promedio del vector de Poynting a partir de los fasores

<§> =P (0,p) = %Re [E x Hr] (12.83)

Empecemos calculando los fasores E y H

2

E=SVxVxA4 (12.84)
Jw
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Que utilizando identidades vectoriales se puede escribir como
E = jur x (r x A’) (12.85)
Si ahora definimos el vector /_l'T = Aeé + A, @, el fasor campo eléctrico serd
E = —jwAr (12.86)
Por otro lado, el fasor campo H viene dado por

A-Ltvxai (12.87)
Ho

Que utilizando identidades vectoriales se convierte en

L1 — .
H=—"2Y A=
Ho N n

1. -
~Fx E (12.88)

Donde 7 es la impedancia intrinseca del medio (en este caso, del vacio). De estas ecuaciones
se deduce que los campos son completamente transversales (no vibran en la direccién de
), y que ambos campos son perpendiculares. La expresién de los fasores en funcién de € y
a (0, ) es la siguiente

B = —jwE () (aoé + %cﬁ) (12.89)
i= —j‘”i(T) (ag (7’ x é) +ay, (7 x @)) (12.90)

Y desarrollando los productos vectoriales entre versores, tendremos que el fasor campo
magnético sera

i= —jw‘;(r) (a9¢a - %é) (12.91)
Por lo tanto, tendremos que, en el caso de que 7 € R, como en el vacio
i = ‘7“’577(” (a;¢ - a;é> (12.92)
Y asi , )
Ex H* = W|f72(r)| (agay + apal) 7 (12.93)

Y por lo tanto, podremos escribir la potencia media radiada en funcién de las componentes
de a (b, ¢)

B (r.0 _ M3W2 2 2\ 4
P(T, ,@)—WOGM +|G’LP‘ )’I" (129 )
A la parte de la potencia radiada relacionada con la componente 6 de a se lo conoce como
patrén 6-polarizado, y al relacionado con la componente ¢, patrén p-polarizado.
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